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ОБЪЕКТЫ
Блок В
АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ
ОБЪЕКТЫ  

Математика изучает операции,

рассматриваемые сами по себе,

независимо от различных материй,

к которым они могут быть приложены.

Джордж БУЛЬ
M.C..Escher's "Colonnade of   St.Peter's in Rome"  (  Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.
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Заниматься алгеброй – значит, по существу, вычислять, т.е. выполнять над элементами некоторого множества "алгебраические операции", наиболее известный пример которых доставляют "четыре действия" элементарной арифметики.

Никола БУРБАКИ

Во втором блоке этажа мы встретимся с алгебраическими структурами. Определяющим здесь будет понятие операции или закона композиции – отображения, которое ставит в соответствие некоторому заранее фиксированному количеству элементов данного множества конкретный элемент того же самого множества. Ранее мы уже сталкивались с операциями над высказываниями (отрицание, конъюнкция, дизъюнкция, импликация, эквивалентность), множествами общего вида (пересечение, объединение, разность, симметрическая разность), мощностями и числами (сложение, умножение). Общая теория операций и составляет предмет алгебры XE "алгебра"  – одной из наиболее глубоких математических дисциплин. 
Законы композиции бывают внутренние и внешние. В определении внутренних законов композиции на некотором множестве фигурируют исключительно элементы данного множества. Во внешних законах композиции помимо исходного множества рассматриваются также объекты из некоторого вспомогательного класса. В первой секции блока рассматриваются множества с внутренними законами композиции, наделенные одной или двумя бинарными операциями. Здесь будут определены разнообразные классы группоидов, колец и решеток. Вторая секция, где описываются внешние законы композиции, представлена группами и кольцами с операторами. 

Общая теория алгебраических структур характеризуется универсальными алгебрами, располагающимися в заключительной секции блока. Универсальная алгебра представляет собой множество, на котором определено некоторое фиксированное количество каких-либо операций, составляющих сигнатуру алгебры. Важнейшие алгебраические понятия (подобъект, факторобъект, гомоморфизм, изоморфизм, алгебраическое свойство и др.) могут быть определены в терминах универсальных алгебр. В каждом частном случае конкретизируется сигнатура, в результате чего получаются те или иные алгебраические объекты.

В принципе, приведенная структура блока далеко не бесспорна. Так, универсальные алгебры фактически объединяют весь блок в единое целое и никак не равноправны предшествующим секциям. Кольца и решетки (несмотря на их существенное различие) можно было бы включить в единую подсекцию множеств, наделенных двумя бинарными операциями. За пределами приведенной схемы остаются интересные алгебраические объекты, вполне достойные выделения им отдельной жилплощади (например, алгебры Буля и алгебры Ли). Однако мы никак не претендуем на полный обзор бескрайних просторов алгебраического мира.

В приложениях часто используются смешанные структуры, в которых наряду с алгебраическими операциями имеются и другие свойства – топологические, упорядоченные и др. К числу подобных объектов относятся топологические группы, упорядоченные группы, линейные топологические пространства, банаховы пространства, дифференцируемые многообразия, группы Ли и др. Все они относятся к заключительному блоку данного этажу. 
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Секция I
МНОЖЕСТВА
С ВНУТРЕННИМИ
ЗАКОНАМИ КОМПОЗИЦИИ
Творчество математика 
в такой же степени есть создание прекрасного,
как творчество живописца или поэта. 

Совокупность идей подобно

 совокупности красок или слов, 

должно обладать внутренней гармонией.

 Красота есть первый пробный камень

математической идеи.

Годфри Гарольд ХАРДИ
M.C.Escher's "House in the Lava near Nunziata, Sicilia"  
( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.

Призвание математики – божественное безумие человеческого духа, бегство от раздражающей назойливости случайных событий.
Альфред Норт УАЙТХЕД
В первой секции блока алгебраических объектов располагаются множества, наделенные исключительно внутренними законами композиции, т.е. некоторыми операциями, сопоставляющими какому-то заранее фиксированному набору элементов данного множества определенный элемент того же самого множества. Особую роль здесь играют бинарные операции, связывающие два элемента множества. Объекты с одной бинарной операцией называются группоидами и составляют первую подсекцию секции множеств с внутренними законами композиции. Налагая дополнительные ограничения на бинарную операцию, мы получаем частные случаи группоидов – полугруппы, моноиды, группы. Последний класс алгебраических объектов отличается особым богатством свойств и обилием приложений. 

Во второй подсекции мы познакомимся с множествами, наделенными двумя бинарными операциями, в некотором смысле согласованными между собой и называемыми кольцами. К числу колец, обладающих специфическими свойствами, относятся тела и поля. Две бинарные операции, но с принципиально иным набором свойств определены на решетках – обитателях третьей подсекции.

В дальнейшем будут рассмотрены также множества, в которых допускаются внешние законы композиции. Так, для векторов помимо естественного сложения определена операция умножения на скаляр – объект, не принадлежащий рассматриваемому классу векторов. 
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МНОЖЕСТВА

С ВНУТРЕННИМИ

ЗАКОНАМИ КОМПОЗИЦИИ
Подсекция 1
ГРУППОИДЫ

Алгебра щедра: она нередко дает больше,

чем от нее можно было бы требовать.

Жан Лерон Д’Аламбер
M.C.Escher's "Snow in Switzerland"  ( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.

Математизация принадлежит к числу первичных видов человеческой деятельности, в которых бурлит 
глубочайшая человечность, живет стремление к созиданию форм духа и выражается мировая гармония.

Герман ВЕЙЛЬ

На практике чаще всего встречаются бинарные операции – преобразования, ставящие в соответствие любым двум элементам данного множества конкретный элемент того же самого множества. Объекты, наделенные единственной бинарной операцией, называются группоидами и составляют первую секцию алгебраического блока. Группоид с ассоциативной операцией называют полугруппой. Если в полугруппе выделен некий элемент (единица), действие которой на любой элемент множества дает тот же самый элемент, то данный алгебраический объект называют моноидом. Если каждый элемент моноида обратим (его композиция с рассматриваемым элементом дает единицу), то получается наиболее известный представитель класса группоидов – группа, имеющая многочисленные приложения практически во всех разделах Математики и далеко за ее пределами. 

Комната 4В.1. ГРУППОИДЫ

В природе существует скрытая        гармония, отражающаяся в наших умах в виде простых математических знаков.

Герман ВЕЙЛЬ

В основе современной алгебры лежит понятие операции, некоего преобразования, которое ставит в соответствие заранее фиксированному количеству произвольных элементов данного множества конкретный элемент того же самого множества.

Определение 4В.1. Операцией XE "операция"  n-ого порядка XE "порядок:операции"  на множестве Х 
называется отображение  
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Замечание 4В.1. Естественно, порядок операции не имеет никакого 
отношения к понятию порядка в теории упорядоченных множеств (см. блок А). В определении 4В.3 мы встретимся с принципиально иным понятием порядка. 

Любая операция определяет внутренний закон композиции XE "закон:композиции, внутренний"  на множестве Х, поскольку она связывает элементы исключительно данного множества. 
Замечание 4В.2. Во второй секции блока будут рассмотрены внешние законы композиции, в определении которых наряду с элементами основного множества Х участвуют и объекты другой природы. Так, на множестве векторов определена операция умножения на произвольный скаляр (см. комната 4В.10).

Особенно важны бинарные операции XE "операция:бинарная"  или операции второго порядка XE "операция:второго порядка" , ставящие в соответствие любой паре элементов данного множества какой-либо элемент того же самого множества. В частности, на первом этаже мы уже встречались с бинарными операциями конъюнкции, дизъюнкции, импликации и эквивалентности на множестве высказываний; на втором этаже – с операциями объединения, пересечения, разности и симметрической разности на булеане некоторого непустого множества; на третьем – с операциями сложения и умножения мощностей и различных числовых множеств. При определении целых и рациональных чисел мы сталкивались с операциями первого порядка, XE "операция:первого порядка"  характеризующими переход от данного элемента к соответствующему обратному (противоположному) элементу. Операцией первого порядка будут также отрицание на множестве высказываний; переход от данного натурального числа к последующему; от данного подмножества некоторого непустого множества к его дополнению в этом множестве; дифференцирование на множестве бесконечно дифференцируемых функций или распределений; целая часть числа на множестве действительных чисел. Операция нулевого порядка XE "операция:нулевого порядка"  характеризуется отображением 
[image: image4.wmf]0

:,

tXX

®

где под степенью X 0 принято считать некоторое одноэлементное подмножество из Х (по аналогии с тем, что нулевая степень от числа есть число "один"). Такую операцию можно отождествить с элементами X 0 или t(X 0) из Х. Тогда операция нулевого порядка состоит в фиксации какого-либо элемента множества Х, обладающего уникальными свойствами (истинного и ложного высказывания среди всевозможных высказываний, пустого множества в классе множеств; единицы или нуля на числовых множествах, единичного оператора на семействе операторов и т.п.).
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Рис. 4В.1. Группоид 
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Замечание 4В.3. Учитывая последние рассуждения, в определении 4В.1 номер n будем считать элементом множества 
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Определение 4В.2. Множество с одной бинарной операцией 
называется  группоидом XE "группоид" . 

Замечание 4В.4. Здесь имеется некоторая аналогия с рассмотренной 
ранее упорядоченной структурой. Мы вновь имеем дело со структуризованным множеством, характеризуемым носителем структуры (множеством) и собственно структурой – какими-либо специфическими свойствами 
(в данном случае – операцией, ранее – порядком) рассматриваемого множества. Структура группоида является частным случаем алгебраической структуры XE "структура:алгебраическая" , а сам группоид относится к классу алгебраических объектов, называемых универсальными алгебрами (см. заключительную секцию блока). Другие типы структур будут рассмотрены в последующих блоках данного этажа, а общая теория структур – на пятом этаже. 

Замечание 4В.5. Если пара (Х,() оказывается группоидом, то говорят, что множество Х замкнуто  XE "множество:замкнутое относительно операции" относительно операции (, т.е. рассматриваемая операция не выводит за пределы этого множества. В топологии свойство замкнутости имеет принципиально иной смысл (см. блок С).  

Вместо выражения ((х,у), обычно используется сокращенная запись х(у. Указанное выражение называют также композицией XE "композиция"  элементов х и у. Группоиды (Х,+) и (Х,(), характеризуемые операциями сложения и умножения, называются соответственно, аддитивным XE "группоид:аддитивный"  и мультипликативным XE "группоид:мультипликативный"  группоидами.

Замечание 4В.6. Аддитивность и мультипликативность группоида 
связаны не с наделением его какими-либо специфическими свойствами, а исключительно с устоявшейся традицией в форме записи и наименовании соответствующих операций.

Табл. 4В.1. Сравнение алгебраических и порядковых структур.
	понятие
	                                структура

	
	алгебраическая
	порядковая

	объект
	группоид
	упорядоченное множество

	структура
	операция
	порядок

	двойственный
объект
	двойственный
группоид
	двойственное
упорядоченное множество

	подобъект
	подгруппоид
	упорядоченное подмножество

	произведение объектов
	произведение 

группоидов
	произведение 

упорядоченных множеств

	морфизм
	гомоморфизм 
группоидов
	монотонный 
оператор

	антиморфизм
	антигомоморфизм 
группоидов
	антимонотонный 
оператор

	образ структуры
	образ операции
	образ порядка

	прообраз структуры
	прообраз операции
	прообраз порядка

	изоморфизм
	изоморфизм группоидов
	изоморфизм порядка

	свойство структуры
	свойство группоидов
	свойство порядка


Порядком XE "порядок:группоида"  группоида называется мощность его носителя. Группоид конечен XE "группоид:конечный" , если его носитель оказывается конечным множеством, и бесконечен  XE "группоид:бесконечный" в противном случае.
Замечание 4В.7. Аналогичным образом задается порядок и других алгебраических объектов. Будучи по своему происхождению мощностью, порядок группоида является теоретико-множественным, а не алгебраическим свойством. 

Рассмотрим важнейшие классы бинарных операций.

Определение 4В.3. Операция ( на множестве Х называется 
коммутативной XE "операция:коммутативная" ,  если справедливо условие х(у = у(х для любых х и у из Х, и ассоциативной XE "операция:ассоциативная" , если  х((у(z) = (x(y)(z для всех х, у, z из Х.
Группоид называется коммутативным XE "группоид:коммутативный"  или ассоциативным XE "группоид:ассоциативный"  в 
соответствии со свойствами его операции.

Замечание 4В.8. Выражения, находящиеся в круглых скобках, как и прежде, понимаются как единое целое. Таким образом, запись х((у(z) означает, что сначала определяется некоторый элемент u = у(z, а потом находится выражение х(u.
Замечание 4В.9. Коммутативный группоид называют также абелевым XE "группоид:абелев" . Аналогичный смысл имеют понятия абелевой группы и других алгебраических объектов с коммутативной операцией. 
Замечание 4В.10. Для коммутативной операции совершенно не важен порядок расположения участвующих в ней элементов. В терминологии языка мы с равным успехом можем считывать информацию в соответствующем высказывании как справа налево, так и слева направо. При последовательном выполнении ассоциативной операции некоторое число раз не имеет значения порядок объединения элементов в пары. Это позволяет обойтись без употребления скобок, т.е. использовать запись типа х(у(z. В отсутствии ассоциативности операции это выражение считается синтаксически не допустимым.

Рассмотрим простейшие способы построения новых группоидов на основе уже имеющихся. Эти приемы во многом напоминают те, что использовались ранее при описании структур порядка.
Определение 4В.4. Для группоида (Х,() двойственным группоидом XE "группоид:двойственный"  называется пара (Х,(), где двойственная операция XE "операция:двойственная"  ( характеризуется соотношением  х(у = у(х для любых х, у из Х.
Замечание 4В.11. Двойственные группоид и операция аналогичны двойственным упорядоченному множеству и порядку (см. таблица 4В.1 и рис. 4В.2), образуя двойственное структуризованное множество и двойственную структуру (см. этаж 5). В обоих случаях структура связывает два элемента носителя (отношением порядка или операцией). Двойственная структура сохраняет тип связи, но меняет ее направление, т.е. очередность элементов, входящих в данное соотношение.
Замечание 4В.12. Как и в случае упорядоченных множеств, одному 
носителю могут соответствовать несколько операций. В частности, исходный и двойственный группоиды имеют один и тот же носитель. 

Замечание 4В.13. Понятия коммутативных операции и группоида самодвойственны в том смысле, что соответствующие двойственные понятия совпадают с исходными. Здесь имеется несомненная аналогия с самодвойственными характеристиками теории упорядоченных множеств.

Замечание 4В.14. В теории упорядоченных структур нет содержательного аналога самодвойственной операции. Действительно, (самодвойственный( порядок должен бы подразумевать эквивалентность отношений х(у и у(х. Однако в силу антисимметричности это означает равенство элементов х и у, что соответствует тривиальности порядка. Таким образом, если за самодвойственностью операции стоит глубокая теория коммутативных операций, (самодвойственный( порядок оказывается тривиальным.
На булеане ((Y) произвольного множества Y определены бинарные операции объединения (, пересечения (, разности \ и симметрической разности (. Очевидно, операции (, ( и ( – коммутативны и ассоциативны, а операция \ – не коммутативна и не ассоциативна (см. рис. 4В.3).

Замечание 4В.15. Как уже отмечалось на втором этаже, произведение подмножеств вообще не является операцией на булеане, поскольку результат его действия выходит за пределы этого множества. В частности, если Y – линейное множество (подмножество числовой прямой), то произведение оказывается плоским множеством, а следовательно, уже не принадлежит ((Y). Таким образом, булеан не замкнут относительно умножения множеств.
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Рис. 4В.2. Двойственность группоида и упорядоченного множества. 
Как и для упорядоченных структур возможно наделение структурой группоида подмножества носителя. Пусть задан группоид (Х,() и 
подмножество Y его носителя. 

Определение 4В.5. Пара (Y,() называется подгруппоидом  XE "подгруппоид" группоида (Х,(), если ( оказывается операцией на Y.
Если (Х,() – группоид, а Y – подмножество Х, для любых элементов х и у из Y композиция х(у принадлежит множеству Х. Если же она всегда оказывается элементом множества Y, то пара (Y,() оказывается группоидом. При этом говорят, что структура группоида на Y индуцирована XE "структура:индуцированная"  соответствующей структурой из Х, а структура на Х есть продолжением XE "продолжение:структуры"  структуры группоида из Y. Так, аддитивный группоид натуральных чисел является подгруппоидом 
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 который, в свою очередь, будет подгруппоидом аддитивного группоида действительных чисел. 
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Рис. 4В.3. Операция разности множеств не коммутативна и не ассоциативна.

Замечание 4В.16. Понятие подгруппоида аналогично упорядоченному подмножеству (см. таблица 4В.1) и является частным случаем подобъекта (см. этаж 5). Отметим, однако, что в то время как структура порядка индуцируется на всякое подмножества носителя, структура группоида и других алгебраических структур подобным свойством обладает далеко не всегда. Так, сумма элементов подмножества натуральных чисел Y = {1,2} может не принадлежать этому множеству, вследствие чего пара (Y,+) не будет подгруппоидом аддитивного группоида натуральных чисел (см. рис. 4В.4). На множестве четных чисел сложение оказывается операцией, а на множестве нечетных чисел – нет. 
Еще один способ построения новых группоидов на основе уже имеющихся, связан с определением операции на произведении носителей данных группоидов.

Определение 4В.6. Произведением группоидов XE "произведение:группоидов"  (Х,() и (Y,() называется группоид (Х(Y,() с операцией, характеризуемой равенством
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В частности, аддитивный группоид на евклидовой плоскости является квадратом аддитивного группоида действительных чисел (см. рис. 4В.5). 
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Рис. 4В.4. Наделение подмножества носителя структурой.
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Рис. 4В.5. Произведение упорядоченных множеств и группоидов.
Замечание 4В.17. Еще один прием построения новых группоидов предполагает введение на носителе отношения эквивалентности, удовлетворяющего некоторому дополнительному свойству, и наделение операцией соответствующего фактормножества. Пример получаемого при этом объекта, называемого факторгруппоидом XE "факторгруппоид" , будет рассмотрен в секции III. Частным случаем факторгруппоида является факторгруппа, определяемая в комнате 4В.4.
Нас будут интересовать операторы, связывающие два группоида и сохраняющие действие соответствующих операций. Пусть заданы группоиды (Х,() и (Y,(), а также оператор  А : Х ( Y. 

Определение 4В.7. Отображение А : (Х,() ( (Y,() называют  
гомоморфизмом группоидов XE "гомоморфизм:группоидов"  при выполнении соотношение
А(х(у)  =  Ах ( Ау  (х,у(Х.
Замечание 4В.18. Гомоморфизм аддитивных группоидов характеризуется равенством А(х+у) = Ах + Ау для всех х,у(Х и называется аддитивным оператором.
Замечание 4В.19. Говорят, что гомоморфизм группоидов коммутирует с их операциями, т.е. порядок действие преобразования А и операций можно менять местами. В частности, для гомоморфизма аддитивных группоидов образ суммы любых элементов равен сумме их образов.

Замечание 4В.20. Как и раньше (см. блок А) не следует путать оператор А, переводящий одно множество в другое и не затрагивающий свойства структуры, с гомоморфизмом А, учитывающим алгебраические свойства множеств. Операторы, сохраняющие структуру множества, называются морфизмами  (см. этаж 5).

Замечание 4В.21. Можно ввести также понятие антигомоморфизма группоидов XE "антигомоморфизм:группоидов"  (Х,() и (Y,() – такого оператора  В : (Х,() ( (Y,(), что для любых элементов х, у из Х справедливо равенство В(х(у) = Ву ( Вх. Очевидно, если В есть антигомоморфизм, то этот же оператор, действующий из двойственного группоида к (Х,() или в двойственный группоид к (Y,(), будет гомоморфизмом. Если гомоморфизм служит аналогом монотонного оператора, то антигомоморфизм – антимонотонного оператора. Геометрическая иллюстрация гомоморфизма и антигомоморфизма группоидов приведена на рис. 4В.6. Для коммутативных группоидов понятия гомоморфизма и антигомоморфизма совпадают.
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Рис. 4В.6. Гомоморфизм и антигомоморфизм группоидов.
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Рис. 4В.7. Образ и прообраз операции.
Определение 4В.8. Если гомоморфизм А : (Х,() ( (Y,() обратим, причем соответствующий обратный оператор также является 
гомоморфизмом, то А есть изоморфизм группоидов XE "изоморфизм:группоидов" , а сами группоиды  изоморфны XE "группоиды:изоморфные" .

Аддитивные группоиды на множествах 
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 и 
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 изоморфны, 
причем соответствующий изоморфизм А можно задать равенством  A(a+bi) = (a,b). Гомоморфизм 
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 характеризуемый 
соотношением А(х,у) = х, не обратим, а значит, не является изоморфизмом.

Рассматриваются множества X, Y и биекция 
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 Предположим, что на множестве Х задана бинарная операция (. Тогда можно ввести операцию ( на множестве Y (см. рис. 4В.7а), полагая

у ( у( = А(A-1y ( A-1y() (у,у((Y.

Определение 4В.9. Операция ( называется образом XE "образ:операции"  операции ( при действии оператора А.  

Предположим, напротив, что изначально на множестве Y задана 
бинарная операция (. Тогда можно ввести операцию ( на множестве Х (см. рис. 4А.7б), полагая

х ( х( = А-1 (Aх ( Aх() (х,х((Х.

Определение 4В.10. Операция ( называется прообразом XE "прообраз:операции"  операции ( при действии оператора А.  

При задании образа или прообраза операций оператор А, связывающий группоиды (Х,() и (Y,(), оказывается изоморфизмом группоидов.

Замечание 4В.22. Очевидно, в том случае, когда ( есть образ операции ( при действии оператора А, операция ( оказывается прообразом ( при действии обратного оператора А-1.

Замечание 4В.23. Образ и прообраз операции аналогичны образу и прообразу порядка (см. таблица 4В.1) и являются частными случаями образа и прообраза структуры (см. этаж 5).

Свойства, не меняющиеся при изоморфизмах группоидов, называют свойствами группоидов XE "свойство:группоидов" . К числу таковых относятся коммутативность и ассоциативность (коммутативный или ассоциативный группоид может быть изоморфным только группоиду, обладающему этими свойствами).

Замечание 4В.24. Свойства группоида относятся к числу алгебраических свойств множества, которые связаны исключительно с особенностью действующих на нем операций (см. секцию III).

Рассмотрим группоиды с некоторыми дополнительными свойствами.
Комната 4В.2. ПОЛУГРУППЫ
Математика – такой предмет, в котором мы никогда не знаем ни 
того, о чем говорим, ни насколько 
верно то, что мы говорим.

                                                            Бертран РАССЕЛ
На практике чаще всего используются ассоциативные группоиды.

Определение 4В.12. Ассоциативный группоид называют 
полугруппой XE "полугруппа" .

Как и группоид, полугруппа характеризуется носителем Х и 
бинарной операцией ( (с дополнительным свойством ассоциативности), т.е. представляет собой пару (Х,(). Полугруппы (Х,+) и (Х,()  называют аддитивной XE "полугруппа:аддитивная"  и мультипликативной XE "полугруппа:мультипликативная" . Полугруппа коммутативна XE "полугруппа:коммутативная" , если этим свойством обладает рассматриваемая операция.

Пары (((Y),(), (((Y),() и (((Y),() оказываются коммутативными полугруппами, а группоид (((Y),\) – вообще не полугруппа. Не является полугруппой множество целых чисел с операцией вычитания. Множество мощностей Card и числовые множества 
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 с естественными операциями сложения и умножения, а также множество высказываний с операциями конъюнкции и дизъюнкции являются коммутативными полугруппами. Множество кватернионов с операцией сложения представляет собой коммутативную полугруппу, а с операцией умножения – не коммутативную. Коммутативными полугруппами являются также n-мерное евклидово пространство 
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 с операцией покомпонентного сложения векторов, множество Мn квадратных матриц n-ого порядка с операцией покомпонентного сложения матриц, множество C[0,1] непрерывных функций на отрезке [0,1] с операцией поточечного сложения функций. На множествах Мn и C[0,1] можно определить соответствующие мультипликативные полугруппы, вторая из которых коммутативна, а первая – нет. Примером некоммутативной полугруппы служит также множество всех операторов, действующих из некоторого множества Х в Х, с операцией суперпозиции операторов. Операции возведения в степень на множестве натуральных чисел и разности целых чисел не ассоциативны, т.е. не определяют полугруппы.

Пример 4В.1. Свободная полугруппа XE "полугруппа:свободная" . Рассмотрим непустое конечное множество М, называемое алфавитом XE "алфавит" . Обозначим через Х совокупность всевозможных конечных наборов элементов (т.е. слов XE "слово" ) из М. На множестве Х зададим операцию ( в соответствии с равенством

(х1 , … , хm) ( (y1 , … , yn) = (х1 , … , хm , y1 , … , yn).

Учитывая ассоциативность этой операции, заключаем, что пара (Х,() является полугруппой, которая называется свободной полугруппой над алфавитом М. Очевидно, она не коммутативна.

Пример 4В.2. Полугруппа с левыми единицами XE "полугруппа:с левыми единицами" . Рассмотрим произвольное множество Х, состоящее более чем из одного элемента. Определим на нем операцию (, полагая  х ( y = у  для любых элементов х и у из Х. Тогда для любых значений х, у и z из Х справедливы равенства

(х ( y) ( z  =  y ( z  =  z,  х ( (y ( z) = х ( z = z, 
откуда следует ассоциативность операции. Таким образом, получаем полугруппу, называемую полугруппой с левыми единицами. Смысл этого названия прояснится в последующей комнате (см. замечание 4В.26). Данная полугруппа не коммутативна.
Для полугрупп сохраняют смысл все введенные ранее общие алгебраические понятия. В частности, гомоморфизм и изоморфизм для полугрупп задаются так же, как и для группоидов. Имеет смысл понятие полугруппового свойства XE "свойство:полугрупповое" , т.е. свойства, не меняющегося при изоморфизмах полугрупп. К числу полугрупповых свойств относится, в частности, коммутативность. Это означает, что никакая коммутативная полугруппа не может быть изоморфна никакой некоммутативной полугруппе, т.е. в теории полугрупп эти два объекта заведомо различаются. Наделяя полугруппы дополнительной алгебраической структурой, мы приходим к новому классу алгебраических объектов.
Комната 4В.3. МОНОИДЫ

То, что непостижимо для 
разума, может, тем не менее, быть истиной.

                Блез ПАСКАЛЬ

Рассмотрим полугруппу, наделенную операцией нулевого порядка, т.е. обладающую некоторым фиксированным элементом с особыми свойствами. Пусть (Х,() есть полугруппа. Элемент е из Х называют единицей XE "единица" , если справедливо соотношение е(х = х(е = х для всех х(Х.
Определение 4В.12. Полугруппа с единицей называется моноидом XE "моноид" .

Если на полугруппе существуют две единицы е1 и е2, то должны выполняться равенства: е1(е2 = е1, е1(е2 = е2. Отсюда следует, что е1 = е2, т.е. единица всегда единственна. Таким образом, моноид характеризуется тройкой (Х;(,е).

Замечание 4В.25. В терминах секции III моноид является универсальной алгеброй, определяемый ассоциативной бинарной операцией ( и операцией нулевого порядка е, которые составляют его сигнатуру.

Замечание 4В.26. В примере 4В.2 рассматривалась полугруппа Х с элементом е, удовлетворяющим условию е(х= х (х(Х. Такой элемент е естественно назвать левой единицей. Аналогичным образом определяется правая единица. Очевидно, любой элемент, являющийся левой и правой единицей одновременно, оказывается единицей. Как видно из указанного примера, левая (а в равной степени, и правая) единица полугруппы может быть не единственной. Если в моноиде существуют как левые, так и правые единицы, то они совпадают между собой и являются просто единицей. Таким образом, моноид – это полугруппа с левыми и правыми единицами. 
Моноид с коммутативной операцией называется коммутативным моноидом XE "моноид:коммутативный" , а понятия аддитивного XE "моноид:аддитивный"  и мультипликативного  XE "моноид:мультипликативный" моноидов имеют естественный смысл. Единицу аддитивного моноида принято называть нулем XE "нуль:алгебраический" . Среди рассмотренных ранее примеров полугрупп не является моноидом лишь аддитивная полугруппа натуральных чисел. На множествах (((Y),() и (((Y),() единицей будет пустое множество, а на (((Y),() – множество Y; на множестве высказываний с операцией конъюнкции – истинное высказывание, а с операцией дизъюнкции – ложное высказывание; на аддитивных полугруппах Card,
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 – число 0; на мультипликативных полугруппах Card,
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– число 1; на аддитивных полугруппах 
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 и Мn – соответственно, нулевой вектор и нулевая матрица (все их элементы считаются равными нулю); на мультипликативной полугруппе Мn – единичная матрица (с единицей на главной диагонали и остальными элементами, равными нулю); на аддитивной и мультипликативной полугруппах непрерывных функций – функции тождественно равные, соответственно, нулю и единице; на множестве Oper(X) с операцией суперпозиции – единичный оператор на множестве Х. Свободную полугруппу можно превратить в моноид, выбирая в качестве единицы пустое слово. Приведем другие примеры полугрупп и моноидов.

Пример 4В.3. Пары 
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, где операции min и max  означают взятие минимального и максимального из двух чисел, являются коммутативными полугруппами без единиц. Множества ([a,b],min) и ([a,b],max) оказываются моноидами с единицами b и a соответственно.

Пример 4В.4. Пара 
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, где НОК – наименьшее общее кратное, есть коммутативный моноид с единицей 1, а 
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, где 
НОД – наибольший общий делитель, является коммутативной полугруппой без единицы.

Замечание 4В.27. Последние два примера характеризуют множества, на которых определены две бинарные операции. Мы убедимся в дальнейшем, что эти алгебраические объекты относятся к классу решеток (см. подсекция III).
Замечание 4В.28. Любую полугруппу без единицы можно расширить до моноида, дополнив ее носитель элементом, обладающим свойством единицы. Так, от полугруппы 
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 можно перейти к моноиду 
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 за счет пополнения множества 
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 нулем, а от полугруппы 
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 – к моноиду 
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, где 
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. Это обстоятельство говорит о том, что теории полугрупп и моноидов достаточно близки.

Пример 4В.5. На полугруппе 
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 имеется единица – число 1. Операцию min можно распространить (т.е. индуцировать) с 
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 на его собственное подмножество 
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. Можно было бы ожидать, что на полугруппе 
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 уже не будет единицы. Однако мы получаем моноид 
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Замечание 4В.29. Для моноидов сохраняют смысл все алгебраические понятия. Так, моноиды
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оказываются изоморфными, причем соответствующий изоморфизм характеризуется соотношением  Ax = x+1 для всех х из 
[image: image40.wmf].
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 Изоморфизм моноидов не только сохраняет бинарную операцию, но и преобразует единицу в единицу, сохраняя тем самым и операцию нулевого порядка. В частности, справедливо равенство А1 = 2.
Замечание 4В.30. В последующей комнате будет рассмотрен чрезвычайно важный динамический моноид преобразований.

Естественным приложением алгебраических структур и, в частности, моноидов, являются уравнения. Пусть задан моноид (Х;(,е) и элементы а и у его носителя. Рассматривается задача нахождения такого элемента х(Х, которые удовлетворяет равенству

                                  а ( х  =  у.                                        (4В.1) 

Замечание 4В.31. Для некоммутативного моноида можно было бы определить двойственное уравнение XE "уравнение:двойственное"  х(а = у. Однако оно принимает форму (4В.1) при переходе к двойственному моноиду. В этой связи мы ограничимся исследованием уравнения (4В.1). В теории уравнений различной природы широко используется понятие сопряженного уравнения XE "уравнение:сопряженное" , являющееся обобщением приведенного выше двойственного уравнения.

Достаточно простое условие разрешимости уравнения связано с понятием обратного элемента. Пусть задан моноид (Х;(,е) и некоторый элемент а из Х. Элемент а-1 из Х называют обратным элементом XE "элемент:обратный"  к а, если выполняется соотношение а(а-1 = а-1(а = е. Элемент, обладающий обратным, называется обратимым XE "элемент:обратимый" .
Замечание 4В.32. Для аддитивной операции элемент, обратный к а, принято обозначать через -а.
Замечание 4В.33. Очевидно, единица и обратный элемент в исходном и двойственном моноиде одни и те же. Обратным элементом к единице будет сама единица.

Предположим, что элемент а обратим. Покажем, что для любого элемента у из Х решение уравнения (4В.1) определяется по формуле 
х = а-1(у. Действительно, справедливы соотношения

а ( х  =  а ( (а-1 ( у)  =  (а ( а-1) ( у
в силу ассоциативности операции. Учитывая определение обратного элемента и единицы, находим

а ( х  =  е ( у  =  у.

Таким образом, справедливо равенство (4В.1), а значит, доказана разрешимость уравнения на множестве Х.

Пусть теперь существуют два решения х1 и х2 уравнения (4В.1). Тогда имеет место соотношение

а ( х2   =   а ( х1   =  у.
Отсюда следует, что

а-1 ( (а ( х1)  =  а-1 ( (а ( х2).

Пользуясь вновь свойствами ассоциативности операции и определениями обратного элемента и единицы, заключаем, что х1 = х2 , т.е. решение уравнения единственно. Итак, в случае обратимости элемента а уравнение (4В.1) имеет единственное решение для любого у.

Замечание 4В.34.  Определив оператор  А : Х ( Х  с помощью равенства Ах = а(х, сведем соотношение (4В.1) к операторному уравнению Ах = у. При этом обратимость элемента а эквивалентна обратимости оператора А (чем и объясняется сходная терминология), а соответствующий обратный оператор характеризуется соотношением А-1у = а-1(у для всех у из Х.

Замечание 4В.35. Установленный результат дает достаточные, но не необходимые условия разрешимости уравнения. Так, на аддитивном моноиде 
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 уравнение 2+х = 3 имеет решение х=1, хотя элемент 2 не обратим (число  2 не является элементом множества
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). В то же время неразрешимость аддитивного уравнения на 
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 и мультипликативного моноида на 
[image: image44.wmf]¢

 в общем случае объясняется как раз необратимостью элементов соответствующих моноидов.

Замечание 4В.36. Алгебра XE "алгебра"  появилась как наука о решении уравнений. Однако постепенно выяснилось, что математический аппарат, изобретенный исключительно с целью исследования алгебраических уравнений, почему-то оказывается применимым для решения многих задач геометрии, теории чисел, анализа и др., и даже далеко за пределами математики. Стало ясно, что средство важнее первоначально поставленной цели, а теория уравнений превратилась в одно из многочисленных приложений абстрактной алгебры, изучающей свойства операций.

Замечание 4В.37. В приведенных рассуждениях использовались исключительно обратимость параметра уравнения а и определяющие свойства моноида (ассоциативность бинарной операции и существования единицы). Этим обстоятельством в значительной степени обусловлено выделение моноида в качестве самостоятельного алгебраического объекта. Существенное использование ассоциативности при исследовании уравнений во многом предопределило тот факт, что это свойство в теории алгебраических структур считается более важным, чем коммутативность. Не зря для словосочетания "ассоциативный группоид" придумали специальный термин "полугруппа", а для "коммутативного группоида" – нет.
Требуя обратимость любого элемента моноида, мы приходим к 
одному из важнейших алгебраических объектов – группе.

Комната 4В.4. ГРУППЫ

Группа – великий упорядочивающий и озаряющий принцип в алгебре, геометрии и анализе.

Герман ВЕЙЛЬ

Как мы уже убедились, в случае обратимости всех элементов моноида, определяемое им уравнение всегда имеет единственное решение. В этой связи такие объекты заслуживают пристального внимания. В результате приходим к понятию группы – одного из важнейших математических объектов, используемых практически во всех разделах Математики и далеко за ее пределами. 

Определение 4В.13. Моноид, в котором каждый элемент обратим, называется группой XE "группа" .
Замечание 4В.38. Взятие обратного элемента может быть интерпретировано, как операция t первого порядка, характеризуемая равенством 
t(a) = a-1. Таким образом, группа определяется четверкой (Х;(,е,t). Однако часто мы будем обозначать группу по наименованию ее носителя, т.е. через Х. Точно также мы будем поступать и в случае других структур, причем не обязательно алгебраических. Если же нам важно будет указать вид основной (бинарной) операции, то мы будем использовать сокращенную запись (Х,(). 

Итак, если множество Х с операцией ( образует группу, то уравнения а(х=у и х(а=у всегда имеют единственное решение х.
Замечание 4В.39. Однозначная разрешимость уравнений а(х=у и х(а=у для любых значений параметров а и у еще не означает, что пара (Х,() является группой. Соответствующее свойство характерно для специфического класса группоидов, называемых квазигруппами XE "квазигруппа" . Естественно, любая группа является квазигруппой, но далеко не наоборот. Отметим также, что квазигруппы с единицами называют лупами XE "лупа" .

Группа с коммутативной операцией называется коммутативной XE "группа:коммутативная"  или абелевой XE "группа:абелева" . На множествах 
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 определены аддитивные группы, которые коммутативны. На множествах ненулевых рациональных или действительных чисел определены (также коммутативные) мультипликативные группы. Отсюда, в частности, следует однозначная разрешимость аддитивного уравнения на множествах 
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 и мультипликативного уравнения на 
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. Мультипликативную некоммутативную группу образуют множество всех невырожденных (т.е. обратимых) квадратных матриц, а также множество обратимых операторов, действующих на некотором фиксированном множестве (квадратная матрица есть оператор, действующий на соответствующем евклидовом пространстве). Имеет смысл и тривиальная группа XE "группа:тривиальная" , состоящая из единственного единичного элемента е с операцией (, характеризуемой соотношением 
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. Она имеет первый порядок.
Замечание 4В.40. Очевидно, группы нулевого порядка не существует.
Рассмотрим полугруппу (Х,(), в которой определена левая единица е, причем каждый элемент множества Х обратим в том смысле, что для любого элемента х(Х существует такой элемент у, что выполняется соотношение у(х = х(у = е. Тогда, пользуясь определением левой единицы и ассоциативностью операции, будем иметь

х ( е  =  х ( (у ( х)  =  (х ( у) ( х  =  е ( х  = х  (х(Х.
Отсюда следует, что элемент е является и правой единицей, а значит, просто единицей. Таким образом, рассматриваемый алгебраический объект оказывается группой. В результате заключаем, что для определения группы достаточно требовать ассоциативность операции, существование левой (или правой) единицы и обратимость любого элемента.

Замечание 4В.41. Тем самым определение группы оказывается избыточным. 
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Рис. 4В.8. Группы симметрий плоских фигур.

Рассмотрим новые примеры групп, имеющих важное практическое значение.
Пример 4В.6. Группа подстановок XE "группа:подстановок" . Пусть М есть некоторое конечное множество. Любая биекция из М на М называется подстановкой XE "подстановка" . Суперпозиция (последовательное выполнение) двух подстановок дает новую подстановку. Таким образом, на множестве Х всевозможных подстановок задана бинарная операция суперпозиции, которая оказывается ассоциативной. При этом единицей является тождественное преобразование (единичный оператор), а обратным элементом – обратная подстановка (обратный оператор). В результате получаем группу подстановок порядка (т.е. мощности носителя) |x| = m!, где m есть мощность множества M. При m>2 эта группа не коммутативна.

Замечание 4В.42. Группа подстановок существенным образом используется при получении критерия разрешимости алгебраических уравнений высоких порядков в радикалах.

Пример 4В.7. Группа симметрий XE "группа:симметрий" . Пусть М есть некоторая плоская фигура, а Х – совокупность всевозможных преобразований из М на М. Задавая операцию суперпозиции преобразований, получаем группу симметрий (см. рис. 4В.8). В общем случае она не коммутативна. 

Замечание 4В.43. Естественно, в качестве М можно выбирать не только плоскую фигуру, но и любой объект. Группы симметрий широко применяются кристаллографии, физике элементарных частиц, в биохимии и других приложениях, где естественным образом возникают симметричные структуры. Отметим, в частности, утверждение Вернера Гейзенберга о том, что "частицы современной физики суть представления групп симметрии". 
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Рис. 4В.9. Эволюция динамической системы.
Пример 4В.8. Динамическая группа преобразований XE "группа:преобразований, динамическая" . Исследуется некоторая динамической системы XE "система:динамическая"  – объект, состояние которого меняется со временем. Пусть М есть множество всевозможных состояний системы, называемое фазовым пространством XE "пространство:фазовое" . Задается начальное состояние системы а(М. Обозначим через хt(а) состояние в которое перейдет система из а за время t. В результате получаем семейство Х = {хt | t(0} преобразований фазового пространства.

На множестве Х вводится операция ( с помощью равенства 

хt ( хs  =  хt+s  (t, s ( 0.

Это означает, что система, находящаяся в начальный момент времени в некотором состоянии а, сначала за время s перейдет в состояние хs(а), а затем, по истечении времени t – в состояние (см. рис. 4В.9)

хt [хs(а)]  = (хt ( хs) (a)  =  хt+s(а).

Таким образом, получаем коммутативный моноид с единицей е = х0, называемый динамическим моноидом преобразований XE "моноид:преобразований, динамический" .

Если по известному состоянию b в произвольный момент времени t можно однозначно восстановить начальное состояние системы а, то существует такой оператор х-t : M ( M  что  х-t(b) = а. При этом справедливо равенство  хt ( х-t = е, т.е.

 (хt ( х-t) (b)  =  хt [х-t(b)]  =  хt(а)  =  b  = х0(b)  (b(M.

В результате мы получаем семейство {хt | t(
[image: image52.wmf]¡

}, которое называют  
динамической группой преобразований.

Замечание 4В.44. Динамические моноид и группа преобразований широко используются в теории динамических систем и в математической физике. В частности, при исследовании обратимых процессов (задачи классической механики, электродинамики, квантовой механики и др.) при условии постоянства энтропии рассматриваемая система характеризуется некоторой динамической группой преобразований. В случае необратимых процессов (задачи теплофизики, молекулярной физики, гидродинамики и др.) в условиях роста энтропии мы сталкиваемся с динамическим моноидом преобразований. Так, уравнения колебания струны, Максвелла, Шрёдингера ассоциируются с некоторой динамической группой преобразований, а уравнения теплопроводности, диффузии, Навье – Стокса – с динамическим моноидом преобразований. В случае динамической группы преобразований классические краевые задачи для соответствующих уравнений как в прямом, так и в обратном направлении времени оказываются корректными XE "задача:корректная"  (их решения непрерывно зависят от параметров задачи). Если же реализуется лишь динамическим моноидом преобразований (но не группа), то краевые задачи с обращенным временем оказываются не корректными XE "задача:не корректная" . 
Замечание 4В.45. Фактически группы подстановок, симметрий и динамическая группа преобразований являются частными случаями группы невырожденных XE "группа:преобразований"  (т.е. обратимых) преобразований на произвольном множестве. Их называют также группами автоморфизмов XE "группа:автоморфизмов" .
Замечание 4В.46. Группы преобразований позволяют также с единой точки зрения взглянуть на геометрию. Так, евклидова геометрия XE "геометрия:евклидова"  рассматривает те и только те свойства объектов, которые не меняются при движениях XE "движение"  (сдвигах и поворотах). Заменяя движения на аффинные, проективные и др. преобразования, получают аффинную XE "геометрия:аффинная" , проективную XE "геометрия:проективная"  и т.д. геометрию. Каждый из указанных классов преобразований образует группу относительно композиции (последовательном выполнении) преобразований.
Определение 4В.14. Подмножество Y группы Х, являющееся группой в смысле операции из Х, называется подгруппой XE "подгруппа"  группы Х. 

Для того чтобы непустое подмножество Y группы Х было ее подгруппой необходимо и достаточно, чтобы с любыми своими элементами х и у оно содержало и их композицию х(у, а с каждым элементом х обратный к нему элемент х -1. Другими словами, подгруппа характеризуется тем, что со своими любыми элементами х и у она содержит элемент х(у-1. 

Замечание 4В.47. В аддитивной записи последнее утверждение предполагает включение (х–у)(Y для всех элементов х, у из Y.

Единица группы будет единичным элементом любой ее подгруппы.

Замечание 4В.48. Итак, подгруппа сохраняет все операции (основной закон композиции, единицу и переход к обратному элементу) исходной группы. Аналогичным образом могут быть определены подполугруппы XE "подполугруппа"  и подмоноиды XE "подмоноид" . Все они, как и полугруппа относятся к числу универсальных подалгебр (см. секция III).

Естественные примеры подгруппы дают числовые группы. Так, аддитивная группа на 
[image: image53.wmf]¢

 является подгруппой аддитивной группы на 
[image: image54.wmf]¤

, которая, в свою очередь, оказывается подгруппой соответствующей группы 
[image: image55.wmf]¡

. Любая группа включает в себя тривиальную подгруппу.

Пример 4В.9. Циклическая группа XE "группа:циклическая" . Рассмотрим некоторую группу Х и произвольный элемент у(Х. Определим множество Y всевозможных степеней у, т.е. элементов вида уm – m-кратных композиций элемента у. Очевидно, Y является коммутативной группой c операцией уm(уn = уm+n. Группы такого типа называются циклическими. Циклическая группа называется конечной, если для любого номера m существует такой номер n>m, что уm = уn. Таковой является, например, подгруппа поворотов группы симметрий квадрата из примера 4В.5. Бесконечную циклическую группу образует множество целых чисел с операцией сложения, поскольку любое целое число m представимо в виде 1+...+1, т.е. m-кратной композиции (суммы) некоторого элемента (единицы).

Замечание 4В.49. Как видно из последнего примера, некоммутативная группа может иметь коммутативную подгруппу. Мы вновь убеждаемся, что при переходе от объекта к подобъекту свойства множества могут меняться. 

Для описания еще одного общего способа определения новых групп требуется ввести некоторые дополнительные понятия. Пусть имеются два множества Y и Z группы Х. Определим их композицию 

Y ( Z  =  {y(z | y(Y, z(Z}.

Композиция множеств ассоциативна, т.е. для любых подмножеств Y, Z и W из Х справедливо соотношение Y((Z(W) = (Y(Z)(W. Очевидно, для любого подмножества Y выполняется равенство Y({e} = {e}(Y = Y. Таким образом, булеан множества Х с введенной композицией оказывается моноидом с единицей {e}. Если множество Y является подгруппой, то справедливо равенство Y(Y = Y. В том случае, когда множество Z имеет единственный элемент z вместо Y({z} используется сокращенная запись Y(z. Это множество называется смежным классом XE "класс:смежный"  группы Х по подгруппе Y. Композиция множеств на плоскости с операцией сложения векторов изображена на рис. 4В.10.
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Рис. 4В.10. Композиция множеств на плоскости.
Замечание 4В.50. Более точно, рассмотренное множество называется правым смежным XE "класс:смежный, правый"  классом. Левым смежным XE "класс:смежный, левый"  классом называют множество z(Y. Естественно, для коммутативных групп эти два понятия эквивалентны. Однако подобное совпадение возможно и в отсутствии коммутативности.

Подгруппа XE "подгруппа:нормальная"  называется нормальной, если любой определяемый ею правый смежный класс совпадает с соответствующим левым смежным классом.

Замечание 4В.51. Понятно, что в коммутативной группе любая подгруппа оказывается нормальной. Нормальная подгруппа является частным случаем общего алгебраического понятия конгруэнции (см. секция III).
Подгруппа группы Х является нормальной тогда и только тогда, когда для любых элементов х(Х и у(Y справедливо включение 
(х(у(х-1)(Y. Очевидно, при z(Y выполняется равенство Y(z=Y, т.е. в число смежных классов входит сама подгруппа Y. Два смежных класса Y(z и Y(z' могут быть равны при условии включения (z'(z-1)(Y в силу равенств

Y ( z'  =  Y ( z' ( z-1 ( z  =  Y ( (z' ( z-1) ( z  = Y ( z.

Предположим, что два различных смежных класса Y(z и Y(z' 
имеют какой-либо общий элемент. Тогда существуют такие элементы  у1 , у2  из Y, что справедливо соотношение у1(z = у2(z'. Отсюда вытекает, что 
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Следовательно, правая часть последнего равенства принадлежит Y, а значит, смежные классы совпадают. Таким образом, различные смежные классы не пересекаются. Учитывая, что любой элемент z наверняка принадлежит классу Y(z, заключаем, совокупность всевозможных смежных классов образуют разбиение множества Х. Можно ввести отношение эквивалентности (, считая два элемента из Х эквивалентными, если они относятся к одному и тому же смежному классу. Фактормножество Х/( представляет собой совокупность всех смежных классов в смысле Y.

Определим на множестве Х/( бинарную операцию. Пусть Y есть нормальная подгруппа группы Х. Учитывая отмеченные ранее свойства композиции множеств и определение нормальной подгруппы, найдем композицию смежных классов

(Y(z)((Y(z() = Y((z(Y)(z( = Y((Y(z)(z( = (Y(Y)((z(z() = Y((z(z().

Она оказывается смежным классом, т.е. на множестве смежных классов определяется бинарная операция (. Учитывая равенство

 (Y(z)(Y = Y((Y(z) = (Y(Y)(z = Y(z,

заключаем, что единицей на множестве Х/( с операцией ( будет 
подгруппа Y.  Из соотношений

(Y(z) ( (Y(z-1) = Y ( (z(Y) ( z-1  = Y ( (Y(z) ( z-1 = (Y(Y) ( (z(z-1) = Y 

следует, что для любого смежного класса Y(z существует обратный элемент Y(z-1. В результате на множестве Х/( определяется структура группы (см. рис. 4В.11 применительно к аддитивной группе на 
[image: image58.wmf]2
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). 
Определение 4В.16. Множество Х/( с операцией ( называется факторгруппой XE "факторгруппа"  группы Х по нормальной подгруппе Y и обозначается через Х/Y.
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Рис. 4В.11. Факторгруппа аддитивной группы евклидовой плоскости.
Замечание 4В.52. Естественно, в том случае, когда рассматриваемая подгруппа не является нормальной, приведенные выше рассуждения уже не будут корректными, и определить факторгруппу не удается. Этим обстоятельством в значительной степени объясняется важность понятия нормальной подгруппы в теории групп.

Замечание 4В.53. Факторгруппы наряду с подгруппами являются важнейшей конструкцией получения новых групп на основе уже имеющихся. Факторгруппа является частным случаем универсальной факторалгебры (см. комната 3В.12) и относится к числу факторобъектов (см. этаж 5).

Пример 4В.10. Рассмотрим аддитивную группу на C[0,1] с операциями i-ого порядка ti, i = 0,1,2. На множестве Х = C[0,1] введем подгруппу Y функций, равных нулю на левом конце области их определения. В силу коммутативности операции сложения непрерывных функций рассматриваемая подгруппа оказывается нормальной. Смежный класс Y+z будет состоять из всевозможных непрерывных функций х, удовлетворяющих условию х(0) = z(0). Введем на множестве Х отношение эквивалентности (, полагая условие х(у выполненным при наличии равенства х(0) = у(0). Фактормножество Х/( состоит из классов  непрерывных функций, совпадающих в нуле. Пользуясь описанной схемой, зададим на Х/( операцию сложения  (см. рис. 4В.12)

((x) + ((y)  =  t2[((x), ((y)]  =  ((x+y)  =  [x(0) + y(0)]  (x, y(X.

Следовательно, суммой смежных классов Y+x и Y+y класс функций, 
равных в нуле х(0) + у(0). Единицей на множестве Х/( будет элемент

e' =  t0(x)  =  [e(0)]  =  [0],

представляющий собой класс функций, обращающихся в нуль при нулевом значении аргумента. Наконец, вводится обратный элемент

–((x)  =  t1[((x)]  =  ((–x)  =  [–x(0)]  (x(X,

т.е. обратным к Y+x, будет класс функций, равных в нуле –х(0). Тем 
самым на множестве Х/( вводится структура аддитивной группы, которая является факторгруппой аддитивной группы на C[0,1] по подгруппе Y.
Еще один способ построения новых групп связан с понятием произведения групп. Пусть заданы группы 
[image: image60.wmf](,), (,).
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 На произведении их носителей Х(Y введем операцию 
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, полагая


[image: image62.wmf]112212121212

(,)(,)(,) ,;,

.

xyxyxxyyxxXyyY

*=·"ÎÎ

o


Определение 4В.16. Множество Х(Y с операцией 
[image: image63.wmf]*

 называется произведением групп XE "произведение:групп"  
[image: image64.wmf](,), (,).
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В частности, аддитивная группа на множестве 
[image: image65.wmf]n
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 является 
n-кратным произведением аддитивной группы на себя.

Замечание 4В.54. Естественно, произведение групп согласует с определенным ранее определением произведения группоидов (см., в частности, рис. 4В.5). Оно является частным случаем произведения универсальных алгебр и аналогично произведению упорядоченных множеств, топологических пространств и т.д.
Определим гомоморфизм и изоморфизм групп. Пусть заданы группы (Х;(,е,t) и (Y;(,Е,Т), а также оператор  А : Х ( Y.
Определение 4В.17. Оператор А называется гомоморфизмом групп XE "гомоморфизм:групп" , если справедливы соотношения
А(х(у) = Ах ( Ау,  Ае = Е,  А(t(х)) = Т(Ах)  (х,у(Х.

Если оператор А является биекцией, причем как он сам, так и обратный к нему являются гомоморфизмами, то его называют изоморфизмом групп XE "изоморфизм:групп" , а сами группы – изоморфными XE "группы:изоморфные" .

Замечание 4В.55. Если выполнено лишь первое из приведенных выше равенств, то мы имеем дело с гомоморфизмом группоидов. Справедливость первых двух соотношений соответствует гомоморфизму моноидов.

Канонический проектор из носителя группы в носитель факторгруппы является гомоморфизмом. Оператор (j, который ставит в соответствие произведению групп его j-ый сомножитель, является гомоморфизмом групп. Примером изоморфных групп будут аддитивные группы на 
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 и 
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. В частности, оператор А, который ставит в соответствие комплексному числу а+ib пару (a,b), обратим, причем как прямой, так и обратный оператор сохраняют все алгебраические операции. Аддитивная группа целых чисел изоморфна своей собственной подгруппе целых четных чисел. Факторгруппа из примера 4В.8 изоморфна аддитивной группе действительных чисел. Действительно, оператор, ставящий в соответствие любому числу  х  класс непрерывных функций на отрезке [0,1], равных х в нуле, является изоморфизмом (см. рис. 4В.12). 

Замечание 4В.56. Любопытно, что любая бесконечная циклическая группа изоморфна аддитивной группе целых чисел.
Изоморфизм из данной группы в нее же называют автоморфизмом XE "автоморфизм" . Пусть а есть произвольный элемент группы Х. Тогда оператор 
А : Х ( Х, характеризуемый равенством Ах = а-1(х(а, будет автоморфизмом. При автоморфизме произвольная подгруппа Y переходит в некоторую подгруппу а-1(Y(а, которую называют сопряженной XE "подгруппа:сопряженная"  к Y. Очевидно, совпадение сопряженной подгруппы с исходной наблюдается исключительно для нормальных подгрупп. 

Замечание 4В.57. Под автоморфизмом произвольных множеств можно понимать биекцию множества на себя, что связано со свойствами симметрии множества. Явление симметрии как раз и состоит в преобразовании множества в себя при поворотах, переносах и т.п. (см. пример 4В.8). Совокупность всех автоморфизмов произвольного множества с операцией суперпозиции (последовательным выполнением двух автоморфизмов) образует группу, называемую группой автоморфизмов XE "группа:автоморфизмов" . В ней единичному элементу соответствует тождественное преобразование, а обратному элементу – обратное преобразование. К числу групп автоморфизмов относятся группы из примеров 4В.7 – 4В.9. 
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Рис. 4В.12. Группы C[0,1]/Y и 
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 изоморфны.
Пример 4В.11. Рассматривается произвольная группа Х и некоторый элемент х ее носителя. Определим циклическую подгруппу, порожденную элементом х, т.е. множество степеней хk с той же операцией, что и на Х. Определим оператор А, который ставит в соответствие произвольному целому числу k элемент хk. Очевидно, его можно рассматривать как гомоморфизм из аддитивной группы целых чисел на рассматриваемую циклическую подгруппу.

Рассмотрим еще две группы, определяемые гомоморфизмами.

Пример 4В.12. Пусть заданы группы (Х;(,е,t), (Y;(,Е,Т) и гомоморфизм А, действующий из первой группы во вторую. Множество

Ker A  =  { x(X | Ax = Е }

называется ядром гомоморфизма XE "ядро:гомоморфизма"  А. Определим на Ker A структуру группы. Для любых элементов  x, x' из Ker A  найдем значение

A(x ( x') = Ax ( Ax' = Е(Е = Е,

Отсюда следует включение x(x'(Ker A. Далее, для всех x(Ker A  имеем

A(t(x)) = Т(Ax) = Т(Е) = Е,

т.е. t(x)(Ker A. Наконец, из равенства A(е) = Е следует включение 
е(Ker A. Таким образом, получаем группу (Ker A;(,е,t), являющуюся подгруппой (Х;(,е,t).

Пример 4В.13. Рассмотрим вновь группы (Х;(,е,t), (Y;(,Е,Т) и связывающий их гомоморфизм А. Зададим структуру группы на образе

Im A  =  { y(Y |  (x(X :  Ax = y }.

Для любых значений y, y'(Im A  существуют такие элементы x, x' из X, что имеют место равенства  Ax = y, Ax' = y'. Найдем величину

y ( y'  =  Ax ( Ax'  =  A(x(x').

Отсюда следует включение  (y(y')(Im A. Аналогично из равенства

Т(y)  =  Т(Ax)  =  A(t(x))

получим, что Т(y) ( Im A. Наконец, единица Т равна А(е), а значит, также принадлежит множеству Im A. В результате имеем группу (ImA;(,Е,Т), являющуюся подгруппой (Y;(,Е,Т).

Замечание 4В.58. Связь между факторгруппами и гомоморфизмами дает теорема о гомоморфизме XE "теорема:о гомоморфизме групп" , согласно которой любая группа Z, на которую гомоморфно отражается группа Х, изоморфна факторгруппе X/Y, где нормальная подгруппа Y является ядром гомоморфизма. Группа Х гомоморфно отображается на любую факторгруппу X/Y, где Y – нормальная подгруппа. Аналогичное утверждение справедливо и для других классов алгебраических объектов.

Рассмотрим коммутативную группу (Х;+,0,t), где для t(х) используется запись -х. Для любых 
[image: image70.wmf],
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 под nх будем понимать 
n-кpатную сумму х+...+х, под (-n)x – элемент -(nх), а под 0х – единицу группы, т.е. элемент 0.

Замечание 4В.59. Фактически определено отображение 
[image: image71.wmf].
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 Получаемый алгебраический объект оказывается модулем (см. комната 4В.8). Замена множества 
[image: image72.wmf]¢

 на 
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 (а именно, кольца на поле, см. последующая секция) приводит к понятию линейного пространства (см. комната  4В.9).

Определение 4В.18. Система элементов x1, ..., xn множества Х называется линейно зависимой XE "элементы:линейно зависимые" , если существуют такие целые числа (1 ,..., (n, не равные нулю одновременно, что имеет место равенство (1x1 + ... + (nxn = 0. В противном случае система линейно независима.  XE "элементы:линейно независимые" Размерностью XE "размерность:группы"  группы dim X называется максимальное число содержащихся в ней линейно независимых элементов. 

Бесконечная система элементов линейно зависима, если таковой оказывается любое ее конечное подсемейство.

Определение 4В.19. Система S элементов группы называется  базисом XE "базис:группы" , если любой элемент  х(Х  представим в виде суммы
x  =  (1 e1 + ... + (n en,
где (i(
[image: image74.wmf]¢

, ei (S, i = 1,...,n.

Замечание 4В.60. Если в этом определении элементы e1, ... , en линейно независимы, то представление х через базис однозначно.

Замечание 4В.61. В принципе, базисом множества является минимальное семейство, порождающее это множество. Это означает, что любой элемент данного множества выражается некоторым образом через базис, и никакое собственное подмножество базиса не является базисом. В частности, базисом множества 
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 неотрицательных целых чисел можно считать число 0, а порождающей процедурой является взятие последующего элемента. Это означает, что любое число класса 
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 получается исключительно из нуля с помощью указанной процедуры.

Замечание 4В.62. Мы еще столкнемся с понятиями базиса линейного пространства (секция II), топологии (блок D), гильбертова пространства (блок Е) и шкалы множеств (этаж 5). Основная идея всюду состоит в возможности сведения произвольного объекта из некоторого класса к более узкой совокупности элементов базиса.
Пример 4В.14. Пусть заданы непрерывные функции e1, ... , en, линейно независимые в смысле аддитивной группы C[0,1]. Рассмотрим множество

Fn = { x | x  = (1e1 + ... + (nen; (i(
[image: image77.wmf]¢

, i = 1,..., n}.

Очевидно, четверка (Fn;+,0,t) является группой с операциями, определяемыми соотношениями

 ((1е1 +...+ (nеn) + ((1е1 +...+ (nеn) = ((1 +(1) е1 +...+ ((n +(n) еn,

0  =  (0 е1 + ... +  0 еn),

t((1е1 + ... + (nеn)  =  (-(1) е1 + ... + (-(n ) еn.    

Она является подгруппой аддитивной группы C[0,1], изоморфной группе 
[image: image78.wmf]n
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. При этом  dim Fn = n, а  элементы e1 ,..., en образуют базис группы. 

Замечание 4В.63. Понятия линейной зависимости, размерности и базиса играют еще более важную роль в теории линейных пространств (см. комната 4В.10).

Естественным образом можно ввести понятие группового свойства XE "свойство:групповое"  множества – свойства, не меняющегося при изоморфизмах групп. К таковым относятся коммутативность, цикличность, значение размерности коммутативной группы и др. В дальнейшем будут рассмотрены группы, наделенные некоторыми дополнительными свойствами. Отсюда открывается путь в последующие комнаты блока, в которых рассматриваются некоторые классы аддитивных коммутативных групп. Прежде всего, мы посетим подсекцию колец. Ее объекты характеризуются наличием двух бинарных операций, некоторым образом связанных между собой. Во второй секции среди множеств с внешними законами композиции мы познакомимся с группами с операторами, которым относятся модули и линейных пространства.
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ЗАКОНАМИ КОМПОЗИЦИИ
Подсекция 2
КОЛЬЦА
Только с алгеброю начинается
строгое математическое учение
Николай ЛОБАЧЕВСКИЙ
M.C.Escher's "Snow in Switzerland"  ( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.

Математика – как никакая 
другая наука – представляет собой сооружение, возведенное на основе небольшого числа исходных принципов, действие которых носит принудительный характер.

Феликс КЛЕЙН

Рассмотрим множества, наделенными сразу двумя бинарными операциями. Относительно одной из них множество образует коммутативную группу (эта операция традиционно называется сложением). Вторая же операция (умножение) не обязана обладать столь сильными свойствами, но должна быть согласована с первой некоторым условием дистрибутивности. В результате получается алгебраический объект, называемый кольцом и составляющий основу второй подсекции. Специфическими кольцами являются тела и поля. Посещение этой подсекции будет сравнительно кратковременным – предметом нашего внимания является все же не алгебра, а Архитектура Математики.

Комната 4В.5. КОЛЬЦА

Книга Природы написана языком  математики.

Галилео ГАЛИЛЕЙ

Рассмотрим алгебраические объекты с двумя бинарными операциями, в некотором смысле, согласованными между собой. 

Определение 4В.20. Коммутативная группа (Х;+,(,t) называется кольцом XE "кольцо" , если на ней определена бинарная операция ( , удовлетворяющая условиям  дистрибутивности XE "дистрибутивность"  

x ( (y + z)  =  x ( y  +  x ( z,  (y + z) ( x  =  y ( x  +  z ( x  (x,y,z(X.

Замечание 4В.64. В силу условия дистрибутивности операции кольца нельзя считать совершенно не зависимыми друг от друга. В этой связи кольцо представляет собой нечто большее, чем просто множество, наделенное отдельными двумя операциями. Всякий раз, когда на множестве задается несколько структур (однотипных или нет), требуются некоторые условия их согласования (см. блок Е). Тогда мы получим не формальное объединение свойств имеющихся структур, а качественно более сильные результаты. 

Пример 4В.15. На множестве рациональных чисел определим новую операцию ( в соответствии с равенством   
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Как известно, для рациональных чисел справедливо равенство 
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Тогда выполняются соотношения
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Таким образом, введенная операция не согласуется с умножением рациональных чисел, и, следовательно, мы не имеем дела с кольцом.
Кольцо называют ассоциативным XE "кольцо:ассоциативное"  или коммутативным XE "кольцо:коммутативное" , если таковой является операция умножения. При Х = {(} имеем тривиальное кольцо XE "кольцо:тривиальное" . Любую коммутативную группу можно превратить в кольцо, положив х(у = ( для всех х,у(Х. В результате получаем кольцо с нулевым умножением XE "кольцо:с нулевым умножением" . Заменив в кольце операцию умножения на соответствующую двойственную операцию, получаем двойственное кольцо XE "кольцо:двойственное" . Кольцо может иметь единицу относительно умножения, а может и не иметь. Для краткости произведение х(у обозначается через ху.

Замечание 4В.65. Кольцо характеризуется аддитивной группой (Х;+,(,t) и мультипликативным группоидом (Х;(), согласованных между собой условиями дистрибутивности. Двойственное кольцо определяется двойственным мультипликативным группоидом.
Примерами колец служат числовые множества 
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, 
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, 
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 и 
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 с определенными на них операциями сложения и умножения, множество целых алгебраических чисел, множество непрерывных функций с операциями поточечного сложения и умножения функций, евклидово пространства с естественными операциями сложения векторов и векторного умножения, множество квадратных матриц с операциями сложения и умножения матриц, множество многочленов с естественными операциями сложения и умножения.

Определение 4В.21. Подмножество Y кольца Х называется  
подкольцом XE "подкольцо" , если вместе с любыми своими элементами х и у она содержит разность х-у и произведение ху. Если, кроме того, из условия у(Y следуют включения ху(Y и ух(Y для любых х(Х, то множество Y называется идеалом XE "идеал:кольца" . 

Множество 
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 является подкольцом 
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, которое в свою очередь, оказывается подкольцом 
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. Среди идеалов коммутативного кольца отметим нулевой идеал XE "идеал: кольца, нулевой" , состоящий только из нуля, единичный идеал XE "идеал: кольца, единичный" , включающий в себя все элементы кольца, и главный идеал XE "идеал: кольца, главный" , порожденный произвольным элементом х и состоящий из всевозможных элементов вида ху + nу, где у(Х, n – целое число.

Пусть Y есть идеал кольца Х, а х – некоторый элемент из Х. Множество всех элементов у, удовлетворяющих включению (у-х)(Y, называется классом вычетов XE "класс:вычетов" , определяемым элементом х, и обозначается через х+Y. Любые два класса вычетов либо совпадают, либо не пересекаются. Тогда на множестве Х можно ввести отношение эквивалентности (, считая условие х(у выполненным, если рассматриваемые элементы принадлежат одному и тому же классу вычетов. На соответствующем фактормножестве введем операции
 (х+Y) + (y+Y)  =  (x+y) +Y,  (x+Y)(y+Y)  =  xy +Y.

Нетрудно убедиться, что эти операции не зависят от выбора конкретных элементов рассматриваемых классов вычетов. Таким образом, на фактормножестве Х/( вводятся две бинарные операции, вследствие чего семейство классов вычетов приобретает структуру кольца.

Определение 4В.22. Множество Х/( с введенными операциями называется факторкольцом XE "факторкольцо"  кольца Х по идеалу Y и обозначается через X/Y.
Замечание 4В.66. Понятия подкольца, идеала, класса вычетов и факторкольца аналогичны соответственно, подгруппе, нормальной подгруппе, классу смежности и факторгруппе.

Как и для других алгебраических объектов, для колец имеют смысл понятия гомоморфизма и изоморфизма. Гомоморфизм колец XE "гомоморфизм:колец"  сохраняет операции сложения и умножения, а изоморфизм колец XE "изоморфизм:колец"  обратим, причем как он сам, так и обратный к нему оператор, являются гомоморфизмами. При этом справедлива теорема о гомоморфизме колец XE "теорема:о гомоморфизме колец" , согласно которой любое кольцо Z, на которое гомоморфно отражается кольцо Х, изоморфно факторкольцу X/Y, где идеал Y обладает тем свойством, что его элементы имеют нулевой образ в Z. Если же кольцо Х гомоморфно отображается на любое факторкольцо X/Y, где Y – идеал.

Элементы х и у кольца Х, отличные от нулевого элемента 0, называются делителями нуля XE "делитель нуля" , если справедливо равенство ху = 0.

Пример 4В.16. Рассмотрим множество непрерывных функций С[0,1] с естественными операциями поточечного сложения и умножения. Определим функции х и у с помощью равенств
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где 0<(<1, функции a и b непрерывны, причем a(() = 0, b(() = 0. Очевидно, произведение ху тождественно равно нулю, хотя сами функции отличны от нуля. Таким образом, на кольце непрерывных функций имеется бесконечное множество делителей нуля.
Ниже будут рассмотрены некоторые частные случаи колец. В последующей подсекции будут описаны решетки – принципиально иной тип алгебраических объектов с двумя бинарными операциями.
Комната 4В.6. ТЕЛА

Математика... одна из древнейших и благороднейших форм деятельности человеческого духа, одна из сил, оказывающая решающее влияние на направление его развития.

Феликс КЛЕЙН

Рассмотрим один важный класс колец.
Определение 4В.23. Телом XE "тело"  называется кольцо с единицей относительно умножения, в котором каждый отличный от нулевого элемент обратим в смысле умножения.

Упомянутые выше кольца рациональных, действительных и 
комплексных чисел являются телами. Множества векторов, матриц и функций, будучи кольцами, не являются телами. В частности, на 
множестве матриц в качестве нулевого элемента ( естественно было бы выбрать нулевую матрицу (все ее элементы равны нулю). Однако помимо ( на множестве Мn не обратимы также все вырожденные матрицы (с определителем, равным нулю). 

Отличные от нуля элементы тела образуют мультипликативную группу. Таким образом, тело характеризуется аддитивной и мультипликативной группой, связанными условием дистрибутивности. В теле нет других идеалов кроме нулевого и единичного. В теле нет делителей нуля, поскольку из равенства аb=0 для ненулевых значений элемента а следует соотношение а-1аb=0, а значит, b=0.

Собственно, этой информации о телах общего вида нам будет вполне достаточно. В рассматриваемой секции остается посетить еще одну комнату, где рассматривается один специальный класс тел.

Комната 4В.7. ПОЛЯ

Алгебраическая и, прежде всего, арифметическая теория числовых полей – одно из величайших творений математики; по богатству и глубине результатов его можно, пожалуй, 
назвать наиболее совершенным творением.

Герман ВЕЙЛЬ

Важнейшим классом тел являются поля.
Определение 4В.24. Коммутативное тело называется полем XE "поле" . 

Кольца рациональных, действительных и комплексных чисел оказываются не только телами, но и полями. Простейший нетривиальный пример поля дает множество Х = {0,1} с умножением, соответствующим обычному умножению чисел, и сложением, характеризуемым равенствами

0 + 0  =  0,  0 + 1  =  1,  1 + 0  =  1,  1 + 1  =  0.

Любое конечное тело является полем. Классический пример тела, не являющегося полем, дают кватернионы, с которыми мы встречались на предшествующим этаже.

Замечание 4В.67. Можно показать, что в пространстве трех и более измерений нельзя определить числовое поле с естественными операциями. Отказ от требования коммутативности умножения позволил построить некоторое обобщение комплексных чисел (т.е. гиперкомплексные числа) – кватернионы. При этом оказывается, что кватернионы являются единственным ассоциативным некоммутативным числовым телом. Отказавшись и от требования ассоциативности, можно построить новые классы гиперкомплексных чисел.

Пример 4В.17. Поле частных XE "поле:частных" . Пусть имеется коммутативное кольцо Х, которое вложено в некоторое тело Y. На множестве Y из элементов кольца можно образовывать частные x/y = xy-1 при у(0. Для частных можно определить операции сложения и умножения:
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В результате получается некоторое поле, называемое полем частных кольца Х. Полем частных кольца целых чисел является множество рациональных чисел.

Пример 4В.18. Поле вычетов XE "поле:вычетов" . Два целых числа называются сравнимыми по модулю n, где n – некоторое натуральное число больше 1, если их разность делится на n. Очевидно, сравнимость есть отношение эквивалентности на множестве 
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 целых чисел. Соответствующее фактормножество Хn состоит из элементов 
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, называемых вычетами XE "вычет"  по модулю n и являющихся классы эквивалентности с представителями 
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 На множестве всех вычетом определим сложение в соответствии с равенством 
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 Операция сложения на множестве Хn является коммутативной и ассоциативной. Роль нуля на нем играет вычет [0], а противоположный элемент определяется равенством 
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 Таким образом, множество Хn наделяется структурой коммутативной группы, являющейся факторгруппой аддитивной группы целых чисел в смысле введенного отношения эквивалентности. На множестве вычетов можно также ввести умножение в соответствии с равенством 
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 Нетрудно убедиться, что в данном случае выполнены условия дистрибутивности, вследствие чего множество Хn становится кольцом. Пусть число n не является простым, т.е. имеет вид n=pq, где p и q – натуральные числа. Тогда справедливо равенство 
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 В этой связи элементы 
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 из Хn, будучи делителями нуля, оказываются не обратимыми в смысле умножения, а значит, рассматриваемое множество не является телом. Однако в том случае, когда число n является простым, подобная ситуация не возможна, и мы получаем тело. Учитывая коммутативность умножения мы получаем поле, называемое полем вычетов по модулю n.
Понятие поля будет использоваться при определении чрезвычайно важного с практической точки зрения класса алгебраических объектов – линейного пространства. В частности, там будет определено умножение элементов пространства (векторов) на некоторые объекты, называемые скалярами и выбираемыми из некоторого поля. Тем самым на множестве векторов определяется наряду с внутренним некоторый внешний закон композиции. К множествам с внешним законом композиции относятся также алгебры, представляющие собой кольца с операторами. Однако прежде чем вступить во вторую секцию блока нам еще предстоит познакомиться с еще одним весьма специфическим классом объектов с двумя бинарными операциями, которые называются решетками.
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ЗАКОНАМИ КОМПОЗИЦИИ
Подсекция 3 
РЕШЕТКИ
Бог существует, 
поскольку математика, несомненно, непротиворечива; 
но существует и дьявол,
поскольку доказать ее непротиворечивость мы не можем 

Герман ВЕЙЛЬ
M.C.Escher's "Snow in Switzerland"  ( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.

Критерии отбора, которыми 
руководствуется математик, так же, как и его критерии успеха, носят эстетический характер. 

Годфри Гарольд ХАРДИ

Помимо колец существует еще один важный класс множеств, наделенных двумя алгебраическими операциями. Это решетки, которые связаны с упорядоченными множествами того же названия. К числу объектов подобной природы относятся, например, алгебры Буля, широко применяемые в математической логике.

Комната 4В.8. Решетки

Существование аксиом и теорем не зависит от математика, как не зависит от него, например, существование планет.

Морис КЛАЙН

Рассмотрим принципиально новый класс алгебраических объектов с двумя операциями второго порядка. Рассматривается множество Х с бинарными операциями + и (, причем относительно каждой это множество обладает структурой коммутативной полугруппы.

Определение 4В.25. Множество Х называется решеткой XE "решетка:алгебраическая" , если справедливы соотношения
х + х = х,  х ( х = х,  (х + у) ( х = х,  х ( у + х = х  (х,у(Х,

Замечание 4В.68. Как и прежде, наличие двух операций требует их согласования. Однако используемые при этом соотношения существенно отличаются от условий дистрибутивности при определении кольца. 

Ранее понятие решетки вводилось в теории упорядоченных структур – упорядоченное множества, для которого любое двухэлементное множество имеет нижнюю и верхнюю грань (см. блок А). Однако, если множество Х является решеткой в смысле последнего определения, то на нем можно ввести порядок, полагая х(у при выполнении равенство х = х(у или, что эквивалентно, х+у = у. Учитывая равенства

х + у  = sup{x,y},  x ( у  = inf{x,y},

заключаем, что упорядоченное множество (Х,() является решеткой в смысле теории упорядоченных структур. Таким образом, любая алгебраическая решетка однозначно определяет упорядоченную решетку. С другой стороны, если упорядоченное множество Х является решеткой, то можно операции сложения и умножения в соответствии с приведенными выше равенствами. Получаемый при этом алгебраический объект согласуется с определением 4В.25. Таким образом, определения решетки в теориях алгебраических и упорядоченных структур оказываются согласованными.

Замечание 4В.69. Более того, если от упорядоченной решетки перейти к алгебраической, а от последней – к соответствующему ей упорядоченному множеству, то в результате получается исходная решетка. Аналогично, если от алгебраической решетки перейти к упорядоченной, а от нее к соответствующему алгебраическому объекту, то получится исходная алгебраическая решетка. Тем самым упорядоченная и алгебраическая структуры решетки эквивалентны в том смысле, что характеризуют одни и те же свойства множества. 

Замечание 4В.70. Решетку можно было бы интерпретировать как множество со смешанной (упорядоченной и алгебраической) структурой и переселить в блок Е. Однако в этом нет необходимости в силу сводимости друг к другу всех алгебраических и упорядоченных свойств решетки. В принципе, объект, наделенный одновременно операциями и отношениями, относится к классу алгебраических систем. 

Примеры решеток дают все рассмотренные упорядоченные множества, для которых любое двух элементное множество имеет нижнюю и верхнюю грань (см. блок А), например, булеан некоторого непустого множества Y с операциями объединения и пересечения. 

Замечание 4В.71. Указанная решетка в действительности обладает существенно более сильными свойствами, являясь алгеброй Буля XE "алгебра:Буля"  – решеткой, носитель которой замкнут относительно дополнения (операция первого порядка) и включающей в себя элементы Y и ( (операции нулевого порядка).
Для решеток можно ввести стандартные алгебраические понятия – гомоморфизм, изоморфизм, подрешетка, идеал, факторрешетка и др.

Замечание 4В.72. Гомоморфизм решеток сохраняет бинарные операции и оказывается монотонным отображением. Однако монотонный оператор, связывающий две решетки, не обязательно является гомоморфизмом решеток. Это обстоятельство свидетельствует о том, что алгебраические и упорядоченные решетки все-таки различаются по своим свойствам. В терминах пятого этажа – им соответствуют различные категории, совпадающие в смысле объектов, но различающиеся морфизмами.
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Секция II
МНОЖЕСТВА С ВНЕШНИМИ 
ЗАКОНАМИ КОМПОЗИЦИИ
Математика есть мышление,

двигающееся в сфере полной отвлеченности

от всяких частных условий,

в которых существует мыслимый предмет.

Альфред Норт Уайтхед
M.C.Escher's "House in the Lava near Nunziata, Sicilia"  
( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.

Видение глубин подвластно человеку, если он владеет философским мышлением, способным охватить те предельные абстракции в их взаимосвязи, которые и составляют предмет математики. 

Альфред Норт УАЙТХЕД

До сих пор мы ограничивались рассмотрением исключительно внутренних законов композиции. В определении этих операций использовались лишь элементы носителя алгебраической структуры. Однако на практике часто возникает необходимость в привлечении элементов некоторого вспомогательного множества. Так, на евклидовом пространстве наряду с операцией сложения векторов (внутренним законом композиции) определено также умножение вектора на скаляры – объекты качественно иной природы. В подобном случае говорят, что на носителе структуры задан внешний закон композиции, характеризуемый некоторым множеством операторов. Для евклидовых пространств таковыми операторами будут умножения на произвольный скаляр. Обычно внешние законы композиции задаются в дополнение к внутренним и должны быть согласованы с ними условиями типа дистрибутивности.

Секция множеств с внешними законами композиции состоит из двух подсекций. В первой из них рассматриваются группы с операторами, а во второй – кольца с операторами. К числу групп с операторами относятся модули и  линейные пространства, а к числу колец с операторами – алгебры. Эти объекты составляют основу линейной алгебры и играют определяющую роль в теории линейных уравнений различной природы (да и не только линейных).
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МНОЖЕСТВА С ВНЕШНИМИ

ЗАКОНАМИ КОМПОЗИЦИИ
Подсекция 1
ГРУППЫ С ОПЕРАТОРАМИ

Математика – это отличающийся

 необычайной смелостью линий  грандиозный мост 
между нами и внешним миром. 
Горько сознавать, что концы его не закреплены
 ни в реальности, ни в умах людей.

Морис КЛАЙН
M.C.Escher's "Snow in Switzerland"  ( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.
Алгебра – это та же геометрия, лишь оперирует она символами. Геометрия – не что иное, как алгебра, воплощенная в фигурах.

Софи ЖЕРМЕН

Среди алгебраических объектов с внешними законами композиции выделяются группы с операторами XE "группа:с операторами"  – множества, на которых помимо внутреннего закона композиции, определяющего структуру группы, имеется и некоторый внешний закон, определяемый некоторым семейством операторов. Естественным примером объектов подобной природы служит евклидово пространство, в котором наряду с классической операцией сложения векторов задается также умножение вектора на скаляр. Множество скаляров и определяет семейство операторов, задающих внешний закон композиции. 

Подсекция представлена двумя комнатами. В первой из них располагаются модули, представляющие собой аддитивные коммутативные группы с умножением на элементы некоторого кольца. Если вместо кольца рассматривать поле, то получаются линейные пространства. Они находят широчайшее применение в функциональном анализе и геометрии, а через них – в теории дифференциальных уравнений, вычислительной математике, математической физике, теории экстремума, теории вероятностей и др. Рассматриваемые алгебраические объекты составляют основу линейной алгебры XE "алгебра:линейная"  и играют определяющую роль при исследовании линейных уравнений различной природы (а, в сущности, и нелинейных тоже).

Линейные пространства являются естественными обобщениями евклидовых пространств (не зря их называют также векторными пространствами) и вследствие этого обладают бесподобными геометрическими свойствами. Именно этим обстоятельством и объясняется их чрезвычайно высокая практическая ценность. Определяя на них еще и некоторые топологические  свойства, мы получим линейные топологические пространства, которые непосредственно лежат в основе функционального анализа и располагаются в последнем блоке данного этажа.

Комната 4В.9. МОДУЛИ

Сомневаюсь, что кто-нибудь из ныне здравствующих математиков имел отношение более чем к одной четвертой части 
современной математики. Существует серьезная угроза, что математическая дисциплина будет развиваться по линии наименьшего сопротивления, что вдали от источника 
поток разветвится на множество ручейков и превратится в хаотическое нагромождение деталей и сложностей. 

Джон фон НЕЙМАН

До сих пор рассматривались исключительно внутренние законы композиции. Однако существуют множества с операциями, связывающими не только элементы самого множества, но и объекты другой природы. Пусть, в частности, задано некоторое множество Х (носитель структуры) и вспомогательное множество S.

Определение 4В.26. Внешним законом композиции XE "закон:композиции, внешний"  на Х с множеством операторов S называется отображение, действующее из S(Х в Х.

Для внешнего закона композиции элементов (S и х(Х используется обозначение (х. В качестве носителя алгебраической структуры Х в данной подсекции мы будем выбирать коммутативную группу, а в последующей подсекции – кольцо. Множествами операторов ниже будут кольца или поля.

Замечание 4В.73. Каждый элемент множества S задает оператор А на Х в соответствии с равенством Ах = (х для любого х. Этим обстоятельством и объясняется тот факт, что элементы множества S называют операторами.

Рассмотрим коммутативную группу Х с бинарной операцией + и кольцо S с операциями ( и ( такие, что для любых значений ((S,  х(Х определен элемент ((х из Х.

Определение 4В.27. Пара (Х,S) с соответствующими операциями называется модулем XE "модуль" , если выполнены условия дистрибутивности

(((х ( у)  =  (((х) ( (((у) (((S, (x,y(X,
(( +()(х  =  (((х) ( (((х) ((,((S, (x(X 

и ассоциативности

(((((х)  =  (( (()(х ((,((S, (x(X.

Модуль представляет собой коммутативную группу с множеством операторов, являющимся кольцом, при условии согласованности внешнего закона композиции с внутренним.

Замечание 4В.74.  Для краткости модуль (Х,S) обычно обозначают через Х по имени его носителя. Если необходимо отметить кольцо, определяющее модуль, то говорят об S-модуле или модуле над кольцом S. Более точно, определенный выше объект называется левым S-модулем XE "модуль:левый" . Для правого S-модуля XE "модуль:правый"  лишь изменяется порядок записи умножения элементов кольца и группы. Понятия левого и правого S-модулей в некотором смысле двойственны, а для коммутативных колец эквивалентны. Естественно, в определении внешнего закона композиции также можно наряду с левым законом рассмотреть и правый.
Замечание 4В.75. Фактически, модуль представляет собой коммутативную группу Х с кольцом операторов S(Х ( Х. Аксиомы модуля (дистрибутивность и ассоциативность) обеспечивают согласование имеющихся операций.

Любая коммутативная группа Х образует 
[image: image103.wmf]-

модуль
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, где 
[image: image104.wmf]¢

 есть кольцо целых чисел. При этом под произведением ((х понимается (-кратная сумма х + х +...+ х.  Если Х есть ассоциативное кольцо, то оно является Х-модулем, причем умножение элементов кольца на элементы из Х совпадает с обычным умножением на Х. Если S есть кольцо с единицей е и справедливо равенство е(х = х для всех x из X, то модуль называют унитарным XE "модуль:унитарный" . Мы ограничимся рассмотрением особого класса унитарных модулей, имеющего чрезвычайно важные приложения во многих разделах математики.

Комната 4В.10. ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Линейная алгебра является одновременно и одной из древнейших, и одной из новейших отраслей математики.
Никола БУРБАКИ
Обратимся теперь к рассмотрению линейного пространства – одного из важнейших алгебраических объектов, широко используемых в различных приложениях анализа и геометрии. Линейное пространство является частным случаем модуля и определяется коммутативной группой векторов и полем скаляров, соответствующим образом связанных между собой. Получаемый в результате объект приобретает богатейшие геометрические свойства и становится естественным обобщением евклидовых пространств.

Определение 4В.28. Унитарный модуль над полем называется линейным пространством XE "пространство:линейное" .

Замечание 4В.76. Используется также термин векторное пространство XE "пространство:векторное" .
Замечание 4В.77. Линейное пространство можно, в принципе, определить не только над полем, но и над телом. Однако важнейшие классы линейных пространств определены над полями (как правило, действительных или комплексных чисел).

Пусть Х есть коммутативная группа с бинарной операцией +, а S – поле с операциями ( и (, причем пара (Х,S) образует линейное пространство с умножением ( элементов Х на элементы S. Множества Х и S называются соответственно, векторами  XE "вектор" и скалярами XE "скаляр" . В дальнейшем для простоты операцию ( будем обозначать через +, a вместо нулевого элемента ( и произведений ((( и ((х – писать 0, (( и (x. Под линейным пространством Х будем понимать линейное пространство с носителем (множеством векторов) Х.

Замечание 4В.78. Понятие вектора используется в Математике в трех разных, хотя и близко связанных между собой смыслах. Наряду с определенным выше вектором, как элементом произвольного линейного (векторного) пространства, в геометрии и ее приложениях широко используется понятие вектора n-ого порядка, характеризующего точку евклидова пространства соответствующей размерности или, что фактически то же самое, упорядоченный набор n чисел. Кроме того, под вектором n-ого порядка на некотором множестве Х можно понимать любой упорядоченный набор n элементов этого множества, что является синонимом понятия кортежа. Понятно, что исторически первым было "геометрическое" понятие вектора. Обобщение его алгебраических (точнее, линейных) свойств вне зависимости от природы рассматриваемых объектов приводит к понятию "линейного" вектора. С другой стороны, делая акцент исключительно на то, что вектор характеризуется упорядоченным конечным набором однотипных элементов при игнорировании алгебраических свойств, мы приходим к "теоретико-множественному" вектору.

Рассмотрим примеры линейных пространств над полем действительных чисел. Тривиальное пространство XE "пространство:линейное, тривиальное"  характеризуется множеством векторов Х = {0} с операциями 0+0 = 0, ((0 = 0 для всех ((S. Множество действительных чисел с естественными операциями сложения и умножения образует линейное пространство над полем действительных чисел. Приведем более содержательные примеры пространств над полем действительных чисел.
Пример 4В.19. Пространство 
[image: image105.wmf]£

. Множество комплексных чисел  является линейным пространством с операциями

(a+bi) + (a'+b'i)  =  (a+a') + (b+b') i,

((a+bi) = ((a) + ((b) i.

Пример 4В.20. Евклидово пространство XE "пространство:евклидово"  
[image: image106.wmf]n

¡

с естественными операциями сложения векторов

(x1 , ... , xn) + (y1 , ... , yn)  =  (x1 + y1 , ... , xn + yn)

и умножением скаляра на вектор

((x1 , ... , xn) = ((x1 , ... , (xn)

является линейным пространством. Операции в пространстве 
[image: image107.wmf]2
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 (евклидова плоскость XE "плоскость:евклидова" )  изображены на  рис. 4В.13.
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Рис. 4В.13. Евклидова плоскость – линейное пространство.
Замечание 4В.79. Можно ввести произведение линейных пространств и показать, что n-мерное евклидово пространство является n-кратным произведением линейного пространства 
[image: image109.wmf]¡

 на себя.

Пример 4В.21. Пространство последовательностей XE "пространство:последовательностей"  образует линейное пространство с операциями покомпонентного сложения и умножения

{xk}+{yk} = {xk + yk}, ({xk} = {(xk}.

Пример 4В.22. Пространство функций XE "пространство:функций" , определенных в некоторой области (, представляет собой линейное пространство с операциями поточечного сложения и умножения функции на число

(x+y)(t) = x(t) + y(t),  ((x)(t) = (x(t) (t((. 
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Рис. 4В.14. Плоские множества, не являющиеся линейными пространствами.
Замечание 4В.80. Два примера плоских множеств, не являющихся линейными пространствами, приведены на рис. 4В.14. Первое из них замкнуто только относительно умножения на скаляр, а второе – лишь относительно сложения.
Рассмотрим некоторые специфические подмножества носителя 
линейных пространств. Пусть Y есть подмножество линейного 
пространства Х.

Определение 4В.29. Если множество Y с операциями из Х образует линейное пространство, то его называют линейным подпространством XE "подпространство:линейное"   пространства  Х.

Замечание 4В.81. Линейное подпространство аналогично понятиям подгруппоида, подгруппы и т.д., будучи универсальной подалгеброй алгебры линейных пространств (см. секция III) и подобъектом в категории линейных пространств (см. этаж 5). При этом алгебраическая структура в Y индуцирована соответствующей структурой из Х, а структура в Х является продолжением структуры из Y.

Множество C[0,1] является линейным подпространством множества функций на отрезке [0,1] с операциями поточечного сложения и умножения функции на число. Линейным подпространством C[0,1] является множество m раз непрерывно дифференцируемых на рассматриваемом отрезке функций, обозначаемое через C m[0,1].

Замечание 4В.82. Естественно, для определения дифференцируемости необходимо привлекать не только алгебраический, но и аналитический (топологический) аппарат.

Пусть Х есть линейное пространство, Y – его подпространство и х(X. Множество 

Z = { z(X | (y(Y: z = x+y }

называется аффинным многообразием XE "многообразие:аффинное"  на Х и обозначается через  х+Y.

Замечание 4В.83. Очевидно, линейное подпространство является 
аффинным многообразием. Аффинное многообразие оказывается линейным пространством исключительно в том случае, когда оно включает в себя нулевой элемент пространства Х (см. рис. 4В.15).
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Рис. 4В.15. Подпространство Y и аффинное многообразие x+Y.

Пусть Х есть линейное пространство над полем S, а Y – его подпространство. На множестве Х введем отношение (, полагая х(у выполненным при наличии включения х((у+Y). Очевидно, ( есть отношение эквивалентности  на  Х (см. рис. 4В.16). При этом любому элементу х из Х ставится в соответствие класс эквивалентности [х] = х+Y, являющийся элементом фактормножества Х/(. Зададим на этом множестве операции сложения и умножения на скаляр (см. рис. 4В.17):

[x] + [y]  =  [x+y]  ([x], [y](Х/(,

([x]  =  [(x]  (((S, [x](Х/(.
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Рис. 4В.16. Эквивалентность отношения (.
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Рис. 4В.17. Операции на фактормножестве X/Y.
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Рис. 4В.18. Отрезок, соединяющий точки х и у.
Определение 4В.30. Линейное пространство Х/( над полем S называется факторпространством XE "факторпространство"  пространства X по подпространству Y и обозначаемое через  X/Y.

Замечание 4В.84. Любопытно, что нулем на факторпространстве X/Y оказывается подпространство Y.
Замечание 4В.85. Аффинное многообразие и факторпространство
аналогичны соответственно, классам смежности и вычетов и факторгруппе с факторкольцом.

Наряду с линейными подпространствами и аффинными многообразиями в различных приложениях алгебры и анализа широко применяется еще один класс подмножеств носителя линейного пространства. Пусть  X  есть линейное пространство над полем 
[image: image115.wmf]¡

, а  x, y – некоторые элементы их X. Отрезком XE "отрезок" , соединяющим точки x и y, называется множество (см. рис. 4В.18)
[x,y]  =  {z ( X | ((([0,1]: z = (x + (1-()y}.

Замечание 4В.86. Введенное понятие отрезка является чисто алгебраическим и не связано с порядковым интервалом из предшествующего блока. Однако на множестве действительных чисел эти понятия совпадают. Можно определить также открытый и полуоткрытые интервалы, исключая одну или обе границы интервала (точки х и у) подобно тому, как это делалось при определении порядковых интервалов (см. блок А). В свою очередь, понятие открытого интервала на прямой имеет уже не только алгебраический, но и топологический смысл (см. блок С).
Определение 4В.31. Подмножество из X называется выпуклым XE "множество:выпуклое" , если с любыми своими точками оно содержит и соединяющий их отрезок (см. рис. 4В.19).


[image: image116.wmf] 

 

x

 

 

x

 

  

y

 

  y

 

M

 

M

 

[

x

,

y

] 

Ë

 

M

 

[

x

,

y

] 

Ì

 

M

 

o

 

o

 

o

 

o

 


Рис. 4В.19. Выпуклое и невыпуклое множества.
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Рис. 4В.20. Линейная зависимость векторов.
Дадим некоторую классификацию линейных пространств. Для этого нам потребуются ряд вспомогательных понятий. Система векторов x1, ... , xn линейного пространства Х называется линейно зависимой XE "векторы:линейно зависимые" , если существуют такие скаляры (1, ... ,(n, не равные нулю одновременно и такие, что имеют место равенство (1x1 + ... + (nxn = 0. В противном случае система называется линейно независимой XE "векторы:линейно независимые" . Бесконечная система линейно независима, если таковой является ее любое конечное подмножество.

Замечание 4В.87. Введенные понятия являются обобщениями аналогичных понятий, определенных ранее для коммутативных групп. Однако там вместо скаляров рассматривались целые числа. 
Пример 4В.23. В пространстве 
[image: image118.wmf]2
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 векторы х1 = (1,0) и х2 = (0,1) 
линейно независимы. Система векторов x1, x2, x3, где х3 = (1,1) линейно зависима. В частности, справедливо равенство  x1 + x2 – x3 = 0 (см. рис. 4В.20).

Определение 4В.32. Если на линейном пространстве Х существует n линейно независимых векторов, а любые n+1 векторы линейно зависимы, то говорят, что пространство Х n-мерно XE "пространство:n-мерное"  и имеет размерность XE "размерность"  dim X = n. Если для пространства Х существует размерность n, то говорят, что оно конечномерно XE "пространство:конечномерное" . В противном случае пространство бесконечномерно XE "пространство:бесконечномерное" .

Над полем действительных чисел пространство 
[image: image119.wmf]¡

 одномерно, 
[image: image120.wmf]£

 – двумерно, 
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– n-мерно. Множество непрерывных функций бесконечномерно. Тривиальное пространство принято считать нульмерным XE "пространство:нульмерное" . 

Замечание 4В.88. Следует различать пространства, являющиеся бесконечными множествами (имеющие бесконечный порядок, т.е. мощность носителя), и бесконечномерные пространства. Так, линейное пространство действительных чисел бесконечно, но конечномерно. 
Замечание 4В.89. Размерность является не только алгебраическим, но и топологическим свойством множества  (см. блок С). Основной водораздел между классическим математическим анализом XE "анализ:математический"  и рожденным в двадцатом веке функциональным анализом XE "анализ:функциональный"   как раз и состоит в том, что первый связан с изучением конечномерных объектов, а второй – с бесконечномерных. Принципиальное различие конечномерных и бесконечномерных пространств особенно ярко проявляется при наделении их топологическими свойствами.

Определение 4В.33. Любая система из n линейно независимых векторов n-мерного пространства Х называется его базисом XE "базис:линейного пространства" .
Если семейство {e1 , ... , en} образует базис пространства Х, то любой элемент х из Х представим в виде  x  = (1e1 + ... + (nen, где скаляры (1, ... ,(n называются координатами XE "координаты:вектора"  вектора х в данном базисе. В частности, в евклидовом пространстве в качестве базиса можно выбрать орты

e1 = (1,0,...,0), e2 = (0,1,...,0), ... ,  en = (0,0,...,1).
Тогда любой вектор х = (х1 , х2 , ... , хn) имеет указанное выше представление (см. рис. 4В.21).

Замечание 4В.90. В блоке Е мы встретимся с чрезвычайно важным классом линейных пространств (наделенных также дополнительными топологическими свойствами) – гильбертовыми пространствами, для которых разложение вектора по базису приобретает особый смысл. Получаемая при этом теория рядов Фурье отличается необыкновенной красотой и имеет многочисленные приложения.
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Рис. 4В.21. Разложение вектора х в пространстве.

Рассмотрим гомоморфизмы линейных пространств над полем S. Для гомоморфизма  А : Х ( Y  должны выполняться соотношения:

A0 = 0;  A(x+y) = Ax + Ay (x,y(Х,
A(–x) = –(Ax),  A((x) = (Ax (((S, x(Х,

где нули и операции в пространствах Х и Y обозначаются одинаково. В результате приходим к следующему определению.

Определение 4В.33. Оператор А называется линейным XE "оператор:линейный" , если выполнено условие
A((x + (y) = (Ax + (Ay (x,y(X, (,((S.

Линейный оператор, действующий из Х в
[image: image123.wmf]¡

, называют линейным функционалом XE "функционал:линейный"  на X.

Замечание 4В.91. Оператор является линейным, будучи одновременно аддитивным (гомоморфизмом соответствующего аддитивного группоида) и однородным (сохраняющим умножение на скаляр).
Замечание 4В.92. Обобщением линейного оператора является аффинный оператор XE "оператор:аффинный" . Аффинный оператор на линейном пространстве Х характеризуется равенством Ах = Вх+у для любого элемента х из Х, где В есть произвольный линейный оператор на Х, а у – некоторый фиксированный элемент из Х. 
Любой линейный оператор, действующий из 
[image: image124.wmf]n
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 в 
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 является квадратной матрицей n-ого порядка. Оператор дифференцирования d/dt оказывается линейным оператором, действующим из множества непрерывно дифференцируемых функций C1[0,1] в C[0,1]. 
Рассмотрим некоторые линейные пространства, определяемые линейными операторами.

Пример 4В.24. Пусть Х, Y есть линейные пространства над 
полем S, А – линейные оператор, действующий из Х в Y. Ядром оператора XE "ядро:линейного оператора"  А называется множество

Ker A  =  { x(X | Ax = 0 },

являющееся подпространством Х.  Образ линейного оператора XE "образ:линейного оператора"  
Im A  =  { y(Y | (x(X : Ax = y }

есть подпространство Y.

Замечание 4В.93. Введенные подпространства аналогичны тем, что рассматривались в  примерах 4В.12 и 4В.13. 

Пусть Х, Y есть линейные пространства над полем S. Множество L(X,Y)  всех линейных операторов, действующих из Х в Y, с операциями, характеризуемыми соотношениями

 (A+B)x  =  Ax + Bx  (x(Х;  A,B(L(X,Y);

(A)x  =  Ax (x(Х ; ((S, A(L(X,Y),

будет линейным пространством над полем S.
Замечание 4В.94. В теории категорий L(X,Y) представляет собой класс морфизмов теории линейных пространств над полем S с началом Х и концом Y (см. этаж 5).
Определение 4В.35. Множество L(X,S) всех линейных функционалов, определенных на линейном пространстве Х над полем S, называется сопряженным пространством  XE "пространство:сопряженное" к X и обозначается через X*.
Замечание 4В.95. Элементы сопряженного пространства называют также ковариантными векторами XE "вектор:ковариантный" , в то время как векторы исходного пространства называются контравариантными XE "вектор:контравариантный" . Аналогичная терминология имеет место для вводимых ниже тензоров.
Замечание 4В.96. В блоке Е будут рассматриваться линейные топологические пространства, наделенные наряду со структурой линейного пространства топологическими свойствами (см. блок С). При этом под сопряженным пространством будет пониматься множество всех линейных непрерывных функционалов. Характерно, что для топологических пространств непрерывные операторы играют ту же роль, что и линейные операторы в теории линейных пространств. Таким образом, понятие сопряженного пространства сохраняет свой смысл при переходе от линейных пространств к линейным топологическим.

Пусть Х и Y – линейные пространства, А(L(X,Y). Рассмотрим оператор A*(L(Y*,X*), характеризуемый соотношением
((Ax)  =  (A*() x  (x(X, ((Y*.
Определение 4В.36. Оператор A* называется сопряженным XE "оператор:сопряженный"  к оператору А.
Пример 4В.25. Евклидово пространство. Любой линейный функционал на 
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¡

 представляет собой линейный оператор (, действующий из 
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 в 
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 и характеризуется равенством
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т.е. определяется числами (1, ... , (n. Таким образом, справедливо равенство 
[image: image130.wmf]*
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, что говорит о том, что пространство 
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 является самосопряженным XE "пространство:самосопряженное" . Любой оператор 
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 представляет собой квадратную матрицу n-ого порядка с некоторыми элементами aij. Справедливо равенство
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Отсюда следует
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Сравнивая полученное выражение с определением сопряженного оператора, заключаем, что A* = (aji), т.е. A* есть транспонированная матрица.

Замечание 4В.97. Глубокая связь между понятиями сопряженного пространства и сопряженного оператора выявляется в теории категорий (см. этаж 5).

Пусть Х есть линейное пространство над полем S. Билинейным функционалом XE "функционал:билинейный"  на Х называется такой оператор 
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 что для любого 
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 отображения 
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 являются линейными функционалами на Х. Если рассматриваемое пространство n-мерно, а элементы 
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,...,

n

ee

 составляют его базис, то произвольные элементы 
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 представимы в виде 
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где 
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 – некоторые скаляры. Тогда справедливо равенство
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где скаляры 
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 называются координатами билинейного функционала А в смысле данного базиса. Очевидно, существует взаимно однозначное соответствие между множествами билинейных функционалов и матрицами их координат. Определим на множестве билинейных функционалов операции сложения и умножения на скаляр в соответствии с равенствами:
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В результате получается линейное пространство над полем S размерности n2.
Определение 4В.37. Элементы линейного пространства билинейных функционалов называются тензорами XE "тензор" .
Замечание 4В.98. Более точно, в последнем определении вводятся ковариантные XE "тензор:ковариантный"  двухвалентные тензоры. Для определения ковариантных тензоров произвольной валентности рассматриваются полилинейные функционалы на Х, т.е. отображения пространства Хk на множество скаляров, линейные по каждому из аргументов. Имеют смысл также контравариантные тензоры XE "тензор:контравариантный" , представляющие собой полилинейные функционалы, аргументами которых служат элементы сопряженного пространства Х*. Рассматривают также смешанные тензоры, определяемые полилинейными функционалами, зависящими от элементов как исходного пространства Х, так и соответствующего сопряженного пространства. Ковариантные одновалентные тензоры являются элементами пространства Х* (ковариантными векторами), а контравариантные одновалентные тензоры – элементами пространства Х (контравариантными векторами).
Изоморфизмами линейных пространств  XE "изоморфизм:линейный" над данным полем служат линейные биекции. Таким образом, теория линейных пространств изучает исключительно линейные свойства XE "свойство:линейное"  множеств, т.е. такие свойства множеств, которые не меняются при линейных изоморфизмах. Сюда относятся размерность, выпуклость, некоторые особенности базиса и др.

Замечание 4В.99. Можно определить также аффинный изоморфизм – аффинный оператор, являющийся биекцией. Соответственно, аффинные свойства множества – это те, которые не меняются при аффинных биекциях. Изучение аффинных свойств является предметом аффинной геометрии XE "геометрия:аффинная" . 
Пример 4В.26. Пространство полиномов. Рассмотрим множество Pn, состоящее из всевозможных полиномов вида
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с действительными коэффициентами а0, …, an. Оно превращается в линейное пространство после определения операций
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где b0, …, bn – коэффициенты полинома у. Определим оператор 
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, который ставит в соответствие каждому полиному вектор, состоящий из его коэффициентов. Очевидно, оператор А является линейным изоморфизмом. Тогда пространство полиномов и соответствующее евклидово пространство обладают одинаковыми линейными свойствами. В частности, они оба конечномерны и имеют размерность n+1. 
Замечание 4В.100. Большинство рассмотренных понятий (линейный оператор, линейная зависимость, сопряженное пространство и др.) могут быть определены не только для линейных пространств, но и для модулей общей природы. 

Замечание 4В.101. Теория линейных пространств и линейных операторов, а также изучение линейных и билинейных функционалов относятся к линейной алгебре.
Теория линейных пространств, наделенных дополнительно топологическими свойствами, составляет основу одного из ведущих математических направлений – функционального анализа. Наш дальнейший путь как раз лежит в третий блок этажа, где и располагаются топологические пространства – множества, наделенные топологической структурой. Именно эти объекты в сочетании с линейными пространствами образуют линейные топологические пространства, с которыми мы встретимся в блоке Е.
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С ВНУТРЕННИМИ

ЗАКОНАМИ КОМПОЗИЦИИ
Подсекция 2
КОЛЬЦА С ОПЕРАТОРАМИ
Математика правильна, лишь покуда она действует,
 а если что-то не срабатывает,

 то в нее необходимо вносить надлежащие поправки. 

Морис КЛАЙН
M.C.Escher's "Snow in Switzerland"  ( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.
 Субъективный критерий успеха и целесообразности затраты усилий, которым руководствуется математик, во многом определяется внутренними эстетическими соображениями и свободен от эмпирических связей. 

Годфри Гарольд ХАРДИ 

Нам остается познакомиться с еще одним классом алгебраических объектов, определяемых кольцом XE "кольцо:с операторами" , на котором задано некоторое семейство операторов. Подобной структурой обладают, например, множества комплексных чисел и кватернионов по отношению к полю действительных чисел. Нам предстоит встретиться с алгебрами – объектами, сочетающими в себе свойства модулей и колец. Несмотря на то, что теория алгебр является чрезвычайно сильной, мы ограничимся посещением единственной комнаты, да в ту лишь заглянем, слегка приоткрыв входную дверь.

Комната 4В.11. АЛГЕБРЫ

Математические проблемы – не изолированные проблемы, парящие в вакууме; в них ощущается биение пульса тех идей, которые благодаря нашим усилиям 
воплощаются в нашем историческом опыте in concreto и образуют, тем не менее, нерасторжимое целое, выходящее за рамки каждой частной науки.

Герман ВЕЙЛЬ

Обратимся к рассмотрению алгебраического объекта, охватывающего практически все рассмотренные ранее понятия.
Определение 4В.38. Кольцо Х называется алгеброй XE "алгебра"  над ассоциативным коммутативным кольцом S, если X является S-модулем, 
причем справедливы соотношения
а(ху) = (ах)у = х(ау) (а(S, х,у(Х.

Замечание 4В.102. Очевидно, алгебра сочетает в себе свойства кольца и модуля. Наличие согласованности операций наделяет алгебру более богатыми свойствами.

Замечание 4В.103. В теории измеримых структур будет рассматриваться иное понятие алгебры (см. блок D). Кроме того, в заключительной секции блока вводится универсальная алгебра, охватывающая все алгебраические объекты. Наконец, алгеброй называют весь раздел Математики, занимающийся изучением операций.
Поле комплексных чисел и тело кватернионов являются алгебрами над полем действительных чисел. Однако кватернионы не образуют алгебры над полем комплексных чисел. Любое кольцо можно рассматривать как алгебру над кольцом целых чисел. Совокупность квадратных матриц n-ого порядка с элементами из кольца S с естественными операциями образует алгебру над S. 
Подобно кольцам среди класса алгебр выделяются коммутативные XE "алгебра:коммутативная"  и ассоциативные алгебры XE "алгебра:ассоциативная" , обладающие соответствующими свойствами в смысле умножения в кольце. Для алгебр можно естественным образом определить понятия гомоморфизма, изоморфизма, идеала, подалгебры, факторалгебры и др. 
Пример 4В.27. Алгебра Ли XE "алгебра:Ли" . Если задана ассоциативная алгебра Х над модулем S, то можно ввести новое умножение с помощью равенства

[x,y]  =  xy – yx  (х, у(Х. 

В результате получается весьма важная неассоциативная алгебра над тем же модулем, удовлетворяющая соотношениям

 [x,x] = 0,  [[x,y], z] + [[y,z], x] + [[z,x], y] = 0  (х,у,z(Х 

и называемая алгеброй Ли XE "алгебра:Ли" .

На этом наше знакомство с многообразными алгебраическими объектами завершается. Остается лишь познакомиться с принципами, объединяющими его обитателей в единое и неделимое государство.  
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Секция III
УНИВЕРСАЛЬНЫЕ
АЛГЕБРЫ
В последнее время аксиоматический метод

 с корней математического дерева
 распространился на все его ветви.
 Так, вся алгебра, сверху донизу,
 проникнута аксиоматическим духом.

Герман ВЕЙЛЬ

M.C.Escher's "House in the Lava near Nunziata, Sicilia"  
( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.

Математика развивалась подобно дереву, которое разрастается не путем тончайших разветвлений, идущих от корней, а разбрасывает свои ветви и листья вширь, распространяя их зачастую вниз, к корням.

Феликс КЛЕЙН

Знакомство с обширным блоком В четвертого этажа мы завершаем посещением комнаты, где располагаются универсальные алгебры, охватывающие все неисчислимое множество алгебраических объектов. Универсальная алгебра представляет собой множество с некоторым набором операций – сигнатурой. На основе имеющейся алгебры могут быть получены новые объекты той же природы за счет перехода к соответствующим подалгебрам и факторалгебрам. Оператор, переводящий одну универсальную алгебру в другую алгебру с тем же набором операций и сохраняющий эти операции, называется гомоморфизмом. Если гомоморфизм обратим, причем соответствующий обратный оператор также является гомоморфизмом, то оператор называется изоморфизмом универсальной алгебры, а сами алгебры – изоморфными. При изоморфизмах не меняются никакие алгебраические свойства множеств, т.е. те свойства, которые могут быть исследованы с помощью данной алгебраической теории (универсальной алгебры с конкретной сигнатурой). Мы убедимся, что, несмотря на фантастическое многообразие алгебраических объектов, все они подчинены общим законами, которые унифицируются с помощью теории универсальных алгебр.
Комната 4В.12. УНИВЕРСАЛЬНЫЕ АЛГЕБРЫ

Мир математики представляет 
собой как бы многоэтажное здание, причем идеи каждого этажа связаны как между собой, так и с теми, 
которые находятся выше и ниже. 

Годфри Гарольд ХАРДИ

Все рассмотренные ранее алгебраические объекты представляют собой множества, наделенные какими-либо операциями. В этой связи можно попытаться как-то унифицировать изложение любой алгебраической теории. Это приводит нас к обобщающему понятию универсальной алгебры.

Определение 4В.39. Универсальной алгеброй XE "алгебра:универсальная"  называется пара (Х,Т), где Х – носитель алгебры (некоторое множество) XE "носитель:универсальной алгебры" , а Т – сигнатура XE "сигнатура" , представляющая собой совокупность множеств {Tn | n(
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},  причем Tn – семейство операций n-ого порядка на Х. 

Замечание 4В.104.  Строго говоря, данная секция и даже комната включает в себя весь алгебраический блок. Следуя общей логике изложения структуризованных множеств (от более общих к частным), мы должны были бы начать описание блока именно с универсальных алгебр. Однако универсальная алгебра является не конкретным алгебраическим объектом, а синтезирующим понятием. В этой связи мы предпочли расположить данную комнату в конце блока, когда всевозможные конкретные алгебраические объекты остались позади, и уже накопилось достаточно доводов в пользу общности множеств, наделенных алгебраическими свойствами.      

Замечание 4В.105. Еще более обширный класс образуют алгебраические системы XE "система:алгебраическая"  – множества, наделенные произвольным набором операций (сигнатурой) и совокупностью каких-либо отношений (не обязательно даже бинарных). Однако такие объекты относятся уже к блоку Е, обладая смешанной структурой. Впрочем, как уже подчеркивалось ранее, выделение в здании Математики этаже, блоков, комнат и т.п. в значительной степени условно.
Если (Х,Т) есть универсальная алгебра то говорят, что на множестве Х задана алгебраическая структура XE "структура:алгебраическая" , определяемая сигнатурой Т. Возвращаясь к рассмотренным ранее алгебраическим объектам, отметим, что группоид и полугруппа характеризуются сигнатурой Т = {T2}, где множество операций второго порядка T2 состоит из единственного элемента (для полугруппы – ассоциативного). В случае моноида мы получаем сигнатуру {T2,T0}, где множество бинарных операций – то же, что и у полугруппы, а T0 состоит из единственного элемента (единицы). Сигнатура группы характеризуется тремя элементами T0, T1 и T2, где операции нулевого и второго порядка имеют тот же смысл, что и у моноида, а множество операций первого порядка включают в себя единственную операцию перехода к противоположному элементу. Те же элементы присутствуют в сигнатуре кольца, только множество операций второго порядка имеет два элемента – сложение и умножение, связанные условием дистрибутивности (причем операция сложения коммутативна). Для тела и поля по два элемента имеют и множества операций нулевого и первого порядка (добавляются единица относительно умножения и операция перехода к противоположному ненулевому элементу в смысле умножения при условии коммутативности умножения для поля). Для модуля (соответственно, линейного пространства) сигнатура коммутативной группы пополняется совокупностью операций первого порядка – умножениями на всевозможные элементы некоторого фиксированного кольца (соответственно, поля) при выполнении соответствующих условий согласования операций. Сигнатура алгебры получается из сигнатуры кольца добавлением операций первого порядка – умножений на элементы фиксированного кольца (с выполнением необходимых условий согласования). Сигнатура решетки включает в себя две операции второго порядка, связанные соответствующими аксиомами, а сигнатура алгебры Буля имеет дополнительно одну операцию первого порядка (взятие дополнения) и две операции нулевого порядка (фиксация нуля и единицы). Таким образом, универсальные алгебры охватывают все рассмотренные ранее объекты.

Замечание 4В.106. Существует универсальная алгебра с операцией третьего порядка, называемая грудой XE "груда" . 

Простейшей характеристикой универсальной алгебры является ее порядок, обобщающий аналогичное понятие теории группоидов. Порядком XE "порядок:универсальной алгебры"  универсальной алгебры называется мощность его носителя Х. Универсальная алгебра конечна XE "алгебра:универсальная, конечная" , если ее носитель является конечным множеством, и бесконечна XE "алгебра:универсальная, бесконечная"  в противном случае. Одним из наиболее употребительных способов построения новых универсальных алгебр является переход к соответствующим подалгебрам.

Определение 4В.40. Пусть (Х,Т) есть универсальная алгебра, а Y – подмножество множества Х. Пара (Y,Т) называется универсальной  подалгеброй XE "подалгебра:универсальная"  алгебры (Х,Т), если для любых n(
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, Tn(Т, t(Tn справедливо соотношение: t(y1 ,..., yn)(Y для всех  y1,...,yn(Y.

Подмножество Y из Х будет носителем универсальной подалгебры, если оно замкнуто относительно всех операций сигнатуры Т, т.е. результат действия любой операции из Т над произвольными элементами множества Y не выходит за пределы этого множества. В частности, носитель любой подалгебры из (Х,Т) должен включать в себя все элементы вида t(X0) при t(T0, что соответствует замкнутости носителя относительно операций нулевого порядка. К числу универсальных подалгебр относятся подгруппы, подкольца, линейные подпространства, подрешетки и др.

Если (Y,Т) есть универсальная подалгебра алгебры (Х,Т), то говорят, что алгебраическая структура на Y индуцирована XE "структура:алгебраическая, индуцированая"  соответствующей структурой из Х, или что структура на Х является продолжением XE "продолжение:алгебраической структурой"  структуры из Y. При этом используется запись (Y,Т)((Х,Т).

Замечание 4В.107. Естественно, из вложения Y(Х, вообще говоря, не следует, что (Y,Т)((Х,Т) хотя бы потому, что на множестве Y универсальная алгебра данной сигнатуры может быть вообще не определена. Так, для множества натуральных чисел с операцией сложения подмножество Y = {1,2} не замкнуто относительно данной операции (сумма элементов может выйти за пределы Y). Следовательно, на него не может быть индуцирована соответствующая алгебраическая структура множества натуральных чисел.

Замечание 4В.108. Отношение ( в классе универсальных алгебр конкретной сигнатуры является порядком. Это свойство типично для подобъектов в любой категории (см. этаж 5).

Имея некоторое количество универсальных алгебр одной сигнатуры, можно определить их произведение, оказывающееся алгеброй той же сигнатуры. Пусть задано семейство {Xk} универсальных алгебр сигнатуры Т. На произведении их носителей Х определим операции из той же сигнатуры, полагая для любого номера n, произвольной операции t(Tn и элементов 
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Определение 4В.41. Алгебра Х сигнатуры Т называется произведением алгебр XE "произведение:универсальных алгебр"   Xk .

Замечание 4В.109. Соответствующим образом определяются произведения групп, колец, линейных пространств, решеток и др. В частности, n-мерное евклидово пространство является n-кратным произведением на себя линейного пространства 
[image: image153.wmf]¡
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Еще один общий принцип построения новых универсальных алгебр связан с переходом к факторалгебре. Для ее определения введем одно вспомогательное понятие. Конгруэнцией XE "конгруэнция"  универсальной алгебры с носителем Х называется отношение эквивалентности ( на Х, являющееся подалгеброй Х 2. Пусть (Х,Т) есть универсальная алгебра, а ( – некоторая конгруэнция на Х. На фактормножестве Х/( зададим универсальную алгебру сигнатуры Т,  полагая для всех  n(
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где ((х) есть класс эквивалентности по отношению ( с представителем х.

Определение 4В.42. Пару (Х/(,Т) называют универсальной факторалгеброй XE "факторалгебра:универсальная"  алгебры (Х,Т) по отношению (.

Замечание 4В.110. Факторалгебра соответствует понятию факторобъекта в категории универсальных алгебр. Общее понятие факторобъекта рассматривается на пятом этаже.

Пример 4В.28. Факторгруппа. Рассматривается группа (Х;(,е,t). Построим соответствующую ей универсальную факторалгебру. Конгруэнция на Х представляет собой отношение эквивалентности (, являющееся подгруппой Х 2. Произвольные элементы х,у(( представляют собой пары х = (a,b), y = (c,d), связанные отношениями a(b, c(d. В соответствии с предшествующим определением (см. также комнату 4В.4) композиция на Х 2 характеризуется равенством

х ( у  =  (a(c, b(d).  

Поскольку конгруэнция является подгруппой, должно выполняться включения х(у((, t(х)((, (е,е)(( (группа замкнута относительно композиции и взятия обратного элемента и содержит единицу). На множестве Х/( определим операции

((х) ( ((у) = ((х(у),  t[((х)] = ([t(х)], Y = ((e),

определяющие факторалгебру, где через Y обозначена единица на Х/(.
Рассмотрим алгебраические свойства множества Y. Для любых х,у(Y справедливы соотношения х(е, у(е, а значит, (х(у)((е(е) (поскольку Х 2 – подгруппа). Отсюда следует, что (х(у)(е, и справедливо условие (х(у)(Y. Включение е(Y очевидно. Наконец, из соотношений х(е и t(x)(t(x) следует, что [x(t(x)]([e(t(x)], а значит, e(t(x) и t(x)(Y. Таким образом, множество Y является подгруппой Х. Для любых элементов х(Х, у(Y из условий x(x, у(е, t(x)(t(x) следует, что [х(у(t(x)]([x(e(t(x)]. Тогда справедливо соотношение [х(у(t(x)](e и включение х(у(t(x)(Y. Следовательно, подгруппа является нормальной (см. комната 4В.4). Тем самым, приходим к выводу, что факторалгебра с носителем Х/( представляет собой факторгруппу Х/Y, а множества являются смежными классами  группы Х по Y.

Замечание 4В.111. Аналогичным образом устанавливается, что любая конгруэнция кольца однозначно определяет некоторый идеал, а соответствующая факторалгебра является факторкольцом. Подобные утверждения остаются в силе и для других универсальных алгебр с конкретной сигнатурой.

Пример 4В.29. Факторгруппоид XE "факторгруппоид" . Рассмотрим группоид 
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. Определим отношение ( на нем, полагая условие х(у выполненным, при выполнении включения 
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, где 
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– множество целых четных чисел. Таким образом, условие х(у означает, что оба рассматриваемых числа одновременно четные либо нечетные. Очевидно, (  является отношением эквивалентности на множестве целых чисел. Рассмотрим группоид 
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 являющийся квадратом исходного группоида. Операция вычитания на нем характеризуется равенством 
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Множество (  на целой плоскости 
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представляет собой совокупность точек, у которых обе координаты одновременно четные либо нечетные. Поскольку операция вычитания определена на множестве ( (см. рис. 4В.22), последнее оказывается подгруппоидом 
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. Следовательно, ( является конгруэнцией на множестве целых чисел. Фактор-множество 
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 включает в себя два элемента – совокупность четных целых чисел 
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 и множество нечетных целых чисел 
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. В соответствии с определенной выше методикой определим на нем вычитание:
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Выбирая, к примеру, в качестве представителей классов 
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 числа 0 и 1, приходим к следующим соотношениям:
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Получаемый в результате объект 
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 будет факторгруппоидом группоида 
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по отношению (. 

Замечание 4В.112. Любопытно, что полученный факторгруппоид в действительности является группой. В частности, единицей на нем оказывается элемент 
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, а обратным к любому элементу соответствующего фактормножества (а их всего два) является сам этот элемент.  
Замечание 4В.113. Мы убедимся (см. этаж 5), что понятия подалгебры и факторалгебры (и вообще, подобъекта и факторобъекта) в некотором смысле двойственны.

 Рассмотрим операторы, действующие на универсальных алгебрах одной сигнатуры. Пусть заданы универсальные алгебры (Х,Т) и (Y,Т).

Определение 4В.43. Отображение  А : (Х,Т) ( (Y,Т) называется гомоморфизмом XE "гомоморфизм:универсальных алгебр"  универсальных алгебр сигнатуры Т, если оператор  
А : Х ( Y  для любых  n(
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Рис. 4В.22. Конгруэнция (  на 
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Замечание 4В.114. Гомоморфизм универсальной алгебры коммутирует со всеми ее операциями, т.е. порядок действия операторов А и t можно менять местами. 

Гомоморфизм универсальной алгебры – это такой оператор, который сохраняет все операции данной сигнатуры (переводит сумму в сумму, произведение в произведение и т.п.). Рассмотренные в предшествующих комнатах гомоморфизмы конкретных алгебраических объектов являются гомоморфизмами соответствующих универсальных алгебр. Определим важнейшие классы гомоморфизмов.

Определение 4В.44. Сюръективный гомоморфизм универсальных алгебр называют эпиморфизмом XE "эпиморфизм:универсальных алгебр" , а инъективный гомоморфизм – мономорфизмом. XE "мономорфизм:универсальных алгебр"  Гомоморфизм называют изоморфизмом XE "изоморфизм:универсальных алгебр" , если оператор, отображающий соответствующие носители, обратим, причем обратный оператор также является гомоморфизмом.
Композиция (последовательное выполнение) гомоморфизмов (изоморфизмов) вновь является гомоморфизмом (изоморфизмом). Гомоморфизмы и изоморфизмы, действующие из данной универсальной алгебры в себя, называют соответственно эндоморфизмами XE "эндоморфизм:универсальных алгебр"  и автоморфизмами XE "автоморфизм:универсальных алгебр" . Совокупность всех эндоморфизмов (автоморфизмов) данной универсальной алгебры образуют моноид (соответственно, группу).

Замечание 4В.115. Эти свойства характерны для всех морфизмов (см. этаж 5). 

Если (Y,T) есть подалгебра универсальной алгебры (Х,Т), то оператор который ставит в соответствие любому элементу из Y тот же объект, но понимаемый как элемент множества Х, является мономорфизмом соответствующих универсальных алгебр и называется естественным вложением XE "вложение:естественное" . Рассмотрим универсальную алгебру с носителем Х и ее факторалгебру Х/(. Отображение, которое ставит в соответствие любому элементу х класс ((х), является эпиморфизмом и называется естественной проекцией XE "проекция:естественная" . 

Замечание 4В.116. Естественное вложение и естественная проекция имеют смысл не только для универсальных алгебр, но и для других структуризованных множеств, и связаны с понятиями подобъекта и факторобъекта (см. этаж 5).

Рассматривается гомоморфизм  А : (Х,Т) ( (Y,Т).  Множества 
Im A = {у(Y | (x(Х : у = Ах}, Ker A = {(x,y)(X 2 | A(x) = A(y)}
называются, соответственно, образом гомоморфизма XE "образ:гомоморфизма"  А и его ядром. Образ гомоморфизма является подалгеброй. Ядро гомоморфизма ( совпадает с конгруэнцией (. Ядро любого гомоморфизма является конгруэнцией, а любая конгруэнция оказывается ядром некоторого гомоморфизма. Имеет место теорема о гомоморфизме XE "теорема:о гомоморфизме универсальных алгебр" , согласно которой, если задан гомоморфизм А : (Х,Т) ( (Y,Т), то существует такой изоморфизм I : (Im А,T) ( (X/Ker A), что композиция I и А дает естественную проекцию ( : (Х,Т) ( (X/Ker A).
Замечание 4В.117. C рассмотренными свойствами образа и ядра гомоморфизма мы уже сталкивались в теории универсальных алгебр конкретной сигнатуры, а теорема о гомоморфизме является естественным обобщением аналогичных результатов для конкретных универсальных алгебр.

Определение 4В.45. Две универсальные алгебры называются изоморфными XE "алгебры:универсальные, изоморфные" , если одну из них можно отобразить в другую с помощью изоморфизма. Свойство множества называют алгебраическим XE "свойство:алгебраическое" , если оно не меняется при изоморфизмах универсальной алгебры.
Замечание 4В.118. Понятия изоморфизма универсальной алгебры и алгебраического свойства аналогичны понятиям изоморфизма упорядоченных множеств и упорядоченного свойства. Они соответствуют изоморфизму структуры и свойству структуры в общих теориях структур и категорий (см. этаж 5).

Теория универсальных алгебр изучает исключительно алгебраические свойства множеств. С позиций конкретной универсальной алгебры все изоморфные множества не различаются, т.е. обладают совершенно одинаковыми свойствами. Таким образом, в данной универсальной алгебре свойства множества изучаются с точностью до изоморфизма универсальной алгебры данной сигнатуры. Тем самым предметом теории конкретной универсальной алгебры оказывается исследование фактор-множеств с факторизацией относительно существования изоморфизма рассматриваемой универсальной алгебры.

Замечание 4В.119. Можно определить еще более общее понятие алгебраической системы – множества, на котором задано некоторое количество операций и отношений произвольной природы. 
На последнем блоке этажа рассматриваются объекты, наделенные не только алгебраическими свойствами, но и структурой иной природы, в первую очередь, топологической. Однако прежде, чем обратиться к их рассмотрению, необходимо посетить следующий блок, где располагаются топологические пространства.
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